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The application of laminated fiberous composite materials is 

increasing in many structures such as shell and plates especially 

related to applications in airospace engineering. In this paper, the 

three-dimensional stress distribution in an cross-ply laminated 

composite cylindrical shell subjected to radial loading is investigated. 

The formulation is based on a layer-wise, displacement-based theory. 

First, the displacement and strain field of a cylindrical shell is derived 

within the framework of the layer-wise theory. Then, by employing 

the principle of minimum total potential energy, the governing 

equations of motion and the corresponding boundary conditions for 

the cross-ply laminated composite cylindrical shell are obtained. An 

analytical solution is subsequently developed for the governing 

equations, and the edge boundary conditions are applied to the 

solution. In the numerical results section, the convergence and 

accuracy of obtained numerical results are examined with available 

results in the literature, and stress distributions in a cross-ply 

composite cylindrical shell which is subjected to lateral loading are 

computed, and various results corresponding to different loading 

distributions are presented., the effect of various parameter and the 

numerical results are investigated. 

 
 

Keywords: 

First keyword 

Three-dimensional stress 

analysis 

Composite cylindrical shell 

Cross-ply layup 

Radial loading 

Layer-wise theory 

 

 

_ahmadi@znu.ac.irimail: -Corresponding Author’s E * 

https://doi.org/10.22034/jsst.yyyy.nnnn
https://www.jsstpub.com/
https://doi.org/10.22034/jsst.yyyy.nnnn
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://orcid.org/0000-0003-3327-1504


           

                   

 
و فناوری فضایی علوم    

 

 
 

2008-4560:  شاپای چاپی   

2423- 4516    الکترونیکی:   شاپای   

 15- 1، صفحه  ؟؟ ، شماره  ؟؟ ، دوره  1403سال  

10.22034/jsst.2025.1591https://doi.org/ 
Journal Homepage: https://www.jsstpub.com 

 مقاله پژوهشی 
 

How to Cite this Article:  
M. Vaezi, I. Ahmadi, and N. Ataee, "Three-dimensional stress analysis of cross-ply composite cylindrical shells under radial load," 
Journal of Space Science and Technology, Vol. ??, No. ??, pp. 1-15, ????, (in Persian), https://doi.org/10.22034/jsst.2025.1591. 

 

COPYRIGHTS 

© 2024 by the authors. Published by ARI. This article is an open access article distributed under the terms and 

conditions of The Creative Co mmons Attribution 4.0 International (CC BY 4.0)  

 

ا  ک مپ ز ت  ب  لا ه گذا   متع مد  است انه تح یل سه بعد  ت ش د  پ سته

   شع   تحت ب  گذا   

   3، و ندا عطائی  *2، عیسی احمدی 1محسن واعظی

 کارشناسی ارشد، دانشکده مهندسی، دانشگاه زنجان، زنجان، ایران  -1
 دانشیار، دانشکده مهندسی، دانشگاه زنجان، زنجان، ایران  -2
 دانشکده مهندسی، دانشگاه زنجان، زنجان، ایران ، دانشجوی دکتری -3
 

 چکیده   اطلاعات مقاله

 تاریخچه مقاله:  

 1404شهریور   12دریافت 
 1404آبان   05بازنگری 
 1404آبان  06پذیرش 

 1404آبان  12انتشار اولین 
 

 های كلیدی:  واژه 

 تنش تحلیل سه بعدی 

  ای کامپوزیتیی استوانه پوسته 

 گذاری متعامد لایه
 بارگذاری غیر متقارن  

 ای تئوری لایه

های مختلف مخصوصا در کاربردهای مربوط به مهندسی هوافضا  ای الیافی در سازه های لایهکاربرد کامپوزیت  
ای کامپوزیتی با  بعدی در یک پوسته استوانه های سه تنش  توزیع  ر این مقالهروز به روز در حال افزایش است. د

قرار گرفته  و تحلیل  مورد بررسی    ،قرار داردشعاعی  صورت  ه بگسترده  ذاری متعامد که تحت بارگذاری  گلایه
جایی ه جاب جایی استفاده شده است. ابتدا میدان  ه ای بر مبنای جاببندی مساله از تئوری لایهاست. برای فرمول 

است، سپس با استفاده اصل حداقل انرژی  نوشته شده  ای  ای بر اساس تئوری لایهاستوانه  پوسته و کرنش در  
با ای کامپوزیتی  و شرایط مرزی متناسب برای پوسته استوانه بر مساله  پتانسیل کل، معادلات حرکت حاکم  

با کامپوزیتی  معادلات حاکم برای استوانه  دست آمده است، در نهایت  ای به در تئوری لایه گذاری متعامد  لایه
است. سپس در قسمت نتایج عددی،   اعمال شده استوانه    یهاو شرایط مرزی در لبهگذاری متعامد حل شده  لایه
 شده   ع انجام شده است و نشان دادهبا نتایج موجود در مناب  عددی با مقایسه این نتایج حاضر  نجی نتایجسصحه 

بینی پیش و دقت بالایی دارد. همچنین همگرایی    ییه شده برای حل مساله کارائارا  ایلایه است که تئوری  
لایه لایه   ایتئوری  تعداد  افزایش  شده با  بررسی  عددی  سپس  های  عددی  است.  توزیع  متعدد  نتایج  برای 

،  جانبی است  گذاریبارتحت    که  گذاری متعامدبا لایهای کامپوزیتی  برای پوسته استوانه سه بعدی  های  تنش

اثر پارامترهای مختلف    همچنین  .است  ه شده ئهای مختلف ارااست و نتایج متعددی از توزیع تنش محاسبه شده 
 .است  بر نتایج عددی مورد بررسی قرار گرفته

 

 ahmadi@znu.ac.iri_ نویسنده مسئول: پست الکترونیکی

 

https://doi.org/10.22034/jsst.yyyy.nnnn
https://www.jsstpub.com/
https://doi.org/10.22034/jsst.yyyy.nnnn
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://orcid.org/0000-0003-3327-1504


 

 

 
   

 

/ 3 
 علوم و فناوری فضایی

 ؟؟، شمارة ؟؟، دورة ؟؟؟؟سال 
 تحت... متعامد یگذارهیبا لا یتیکامپوز ایتنش در پوسته استوانه یبعدسه لیتحل

   علائم و اختصارات 

 شرح نماد 

R  شعاع متوسط 

L  طول استوانه 

x  راستای طولی استوانه 

  مختصه محیطی استوانه 

r  راستای شعاعی استوانه 

h ضخامت پوسته 

v ,u  وw 
جایی در راستای محوری، ههای جابمولفه

 محیطی و شعاعی 

)(x,iq پوسته سطح داخلیوارده بر   بار گسترده شعاعی 

)(x,oq  خارجی پوسته سطح وارد بر بار گسترده شعاعی 

iU ،iV وiW جایی سطوح عددی  جابه𝑖ایام در تئوری لایه 

(z)i  یاب لاگرانژیتابع درون 

N های عددی تعداد کل لایه 

pn ی فیزیکیهای عددی در هر لایهتعداد لایه 

(z)i
j  یاب لاگرانژ محلی خطی در لایه تابع درونi  ام 

U  تغییرات انرژی کرنشی 

extW  کار مجازی نیروی خارجی 

1E ،2E  3وE مدول های الاستیسیته در راستا های اصلی 

12G  ،13G   و
23G 

 مدول های برشی

12ν ،13ν  23وν  ضرایب پواسون 

ε کرنش 

ijδ دلتای کرونکر 
kM ،kR ،kQ  و

kN 
 kای تنش لایه عددی ههمنتج

r  تنش نرمال برشی 

  تنش نرمال محیطی 

x   ،rx   ،r ای لایههای برشی بین تنش 

*
r  بعدتنش نرمال برشی بی 


  بعد تنش نرمال محیطی بی 


x ،  *

rx ،  


r 
 بعد ای بیلایههای برشی بین تنش

0q دامنه بار شعاعی گسترده 

m تغییرات بار نسبت به مختصه محیطی 

S نسبت شعاع متوسط به ضخامت پوسته 

CLT هاوری کلاسیک ورق ئت 

 قدمه  م

 نسبت  ای که دارند مانند خواص ویژه  دلیل به   کامپوزیتی   مواد   امروزه 
 قابلیت   و  خوردگی  برابر  در  عالی   مقاومت  وزن،  به  استحکام  بالای 
 پیشرفته،  صنایع  در  ای ویژه  جایگاه   خاص،  نیازهای   اساس   بر   طراحی

سازه   ساخت  در .  اندکرده   پیدا   هوافضا   صنعت   ویژه به  از  های بسیاری 
هواپیماها مانند   افت  بدون  سازه   وزن  کاهش  فضاپیماها،   و  هوایی 

 بر  مستقیما    زیرا   است،   برخوردار   حیاتی   اهمیت  از  مکانیکی  عملکرد 
 علاوه.  گذارد می   اثر  پروازی   کارایی   و  باربری   ظرفیت  سوخت،   مصرف 

 از  شدید،  محیطی  شرایط   تحمل   در  کامپوزیتی  مواد  توانایی  این،  بر 
 اجزای  برای   مناسب  ایگزینه   به   را   هاآن   فشار،  و   دما  تغییرات   جمله 

 دقیق  تحلیل  دلیل،   همینبه .  است   کرده  تبدیل  هوافضا  حیاتی   و  حساس 
 مواد،  این   در   خاص   های پدیده   شناخت  و   کامپوزیتی  های سازه   رفتار 
 هوافضایی   کاربردهای   در   بهینه   عملکرد  و  ایمنی   از   اطمینان  برای 

پوسته   .است   ضروری  میان  این  بسیار در  کاربرد  نیز  کامپوزیتی  های 
 و  هی تجز پژوهشگران با  زیادی در صنایع مختلف دارد. از طرف دیگر  

اند لایه به این نکته دست یافته های چند در ساختار کامپوزیت   ل ی تحل 
کامپوزیت ناهمگن  و  ناهمسانگرد  ساختارهای  در  چند که  لایه، های 

بهپدیده  منحصر  اتفاق فردی می های  مختلفی  هندسی  ابعاد  در  تواند 
های سازه در  مرزی است که    پدیده لایه   ،ها فتد. یکی از این پدیده ا بی 

های عمودی و برشی در آن مقدار تنش شود که  کامپوزیتی مشاهده می 
سازه Interlaminar Stresses)   ای لایه بین  مرزهای  نزدیکی  در   )

یابد که این افزایش تنش در افزایش می صورت ناگهانی  هب کامپوزیتی  
علت ها شود. همچنین به نزدیکی لبه ممکن است منجر به جدایش لایه

های مختلف در مواد کامپوزیتی ه یتفاوت قابل توجه خواص مکانیکی لا 
های نظر کردن از کرنش مانند مدول الاستیسیته و مدول برشی، صرف 

بین  سازه لایه برشی  این  در  ورقای  کلاسیک  تئوری  )مانند  ها( ها 
 وجود آورد. ه ممکن است خطای بالایی را ب 

طور کلی ه های کامپوزیتی بای در سازهلایهتوزیع تنش برشی بین
که تاکید  لایه کامپوزیتی زمانیک چندز ی ای دارد. در آنالیشکل پیچیده

های کامپوزیتی نظیر تعیین بار بحرانی  پاسخ کلی سازهاصلی برای تعیین  
های طبیعی و شکل مودها و یا خیز سازه باشد، کمانش، تعیین فرکانس

تئوری  از  تکاستفاده  کلاسیکلایههای  تئوری  مانند  معادل  و   ای 
سازهتئوری برای  مخصوصا  برشی  و  های  است  مناسب  نازک  های 
پیش می اراتواند  سازه  رفتار  برای  قبولی  قابل  این  ئبینی  در  کند.  ه 
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ها، یک لایه با ضرایب سفتی معادل جایگزین سازه کامپوزیتی  تئوری
چند لایه شده و مساله سه بعدی الاستیسیته به یک مساله دو بعدی 

  های بینلایه معادل توانایی بررسی تنش های تکیابد. تئوریکاهش می
  در   -1ندارند  لایه به دو دلیل اساسی  های چندای را در کامپوزیتلایه

شود یا فرم ساده از  نظر می ای صرف لایه بین های ها از تنش این تئوری 
گیرد. این فرض در مواد  ها در نظر میای برای این تنش پیش تعیین شده

  بینهای  ها تنشهمگن با دقت بالایی صحیح است ولی در کامپوزیت
لبه   ا ای مخصوصلایه نزدیکی  های نظر نیستند و فرمها قابل صرف در 

منظور بررسی  بعدی تنش به در ارزیابی و تحلیل سه   -2ای دارند.  پیچیده
کامپوزیت در  تئوری خرابی  پیش ها،  امکان  معادل  لایه  تک  بینی های 

لایهپدیده جدایش  مثل  لایههایی  مشترک  سطح  از  خرابی  و  را ها  ها 
سازی از این با ساده  های تک لایه معادل معمولا ندارند. چرا که تئوری 

کنند. بینی نمیها را با دقت کافی پیشنظر کرده و یا آنها صرفتنش
ک لایه معادل معتبر های تاگرچه در نقاط دور از لایه مرزی نتایج تئوری

های ها توانایی در نظر گرفتن پدیدهباشند، ولی متاسفانه این تئوری می
برخوردار   کافی  دقت  از  یا  و  ندارند  را  مرزی  پدیده لایه  مثل  موضعی 

ای دارای این قابلیت هستند که نتایج بسیار  های لایه تئوری   نیستند.
تنش  برای  لایه های  خوبی  لبه بین  مجاورت  در  آزاد  ای  های 

تئوری پیش  از  دسته  این  چه  اگر  کنند.  مناسبی  بینی  جایگزین  ها 
توان به برخی از مشکلات  باشند، اما می برای حل الاستیسیته می 

آن مثل تعداد بالای متغیرها و معادلات درگیر در مساله و سنگین  
بودن حجم محاسبات در آن اشاره کرد، چرا که تعداد این متغیرها  

تعداد لایه  به  تئوری لایه وابسته  که در حل  های فرضی  است  ای 
تئوری لایه مساله در نظر گرفته می  میدان  شود.  با بسط  ای ردی 

بعدی را به  جایی در راستای ضخامت، معادلات دیفرانسیل سه ه جاب 
می معادلات   تبدیل  بعدی  دو  بر  دیفرانسیل  روش  این  مزیت  کند. 

با تقسیم ضخامت   این است که این روش  روش تک لایه معادل 
لایه  به  لایه لایه  این  برای  معادلات  استخراج  و  فرضی  ها  های 

توانایی در نظر گرفتن تغییرات در راستای ضخامت سازه را دارد و  
ای در هر  های برون صفحه ای توانایی محاسبه تنش لذا تئوری لایه 

 را دارد.   لایه 

زمینه  این  در  پیشین  تحقیقات  بر  کوتاه  مروری  قسمت  این  در 
و  [ 1]  توان به هایاشی شود. از جمله پیشگامان این حوزه می انجام می 
اونسن   همچنین  و  تنش   [2]   پوپا  بررسی  به  که  کرد  های اشاره 

لایه لایه بین  در  برشی  جداای  ارتوتروپ،  کامپوزیتی  با   های  شده 
چسبنده لایه  پرداخته   های  آن ایزوتروپ،  پژوهش  نتایج  نشان اند.  ها 
مؤلفهمی  از  یکی  که  بین دهد  برشی  تنش  آزاد لایه   های  لبه  در  ای 
دلیل فرض حالت حال، بهیابد. با این مقدار قابل توجهی افزایش می به 

های شده از در نظر گرفتن تنش های استفادهای، در مدل تنش صفحه

 در ادامه، پیپ  .است  نظر شده ها صرف نرمال عمودی عبوری از لایه 
نشان داد که اثر لایه مرزی در صفحات کامپوزیتی   1971در سال    [ 3] 

شود که ضخامت آن تقریبا  برابر ای نزدیک به لبه محدود می به ناحیه 
 .با ضخامت صفحه است 

گیری از روش تفاضل محدود با بهره 1974  در سال  [4]  پیپ و پاگانو
یافته الاستیسیته، موفق شدند نتایج عددی برای  و حل معادلات کاهش

تنگ    ای در صفحات متقارن و متعادل ارائه دهند.صفحههای برون تنش
ای در صفحات کامپوزیتی تحت بار صفحه  های برونتنش  [5]و لوی  

محور محاسبه کردند و نتایج   ای لبهکششی را با استفاده از نظریه لایه
حل تحلیلی پوپا و اونسن و همچنین حل عددی آمده را با راه  دستبه 

با استفاده از    [6]سپس هسو و هراکویچ    پیپ و پاگانو مقایسه نمودند.
دار کامپوزیتی  های زاویهلایه مرزی را برای ورق  روش اغتشاش، پدیده

یافته   نیز از روش گلرکین توسعه  [ 7]وانگ و دیکسون    .بررسی کردند
استفاده کردند و تنشجاییبر پایه جابه به لایههای بینها  را  کمک  ای 

دادن ایچندجمله نمایش  لژاندر  راه   [8]  رن   .دهای  دقیق یک  حل 
پوسته  برای  استوانهالاستیسیته  چندهای  خمیدگی    ای  تحت  لایه 

های کلاسیک و نظریه دونل  دست آورد که با نتایج نظریهای بهاستوانه 
  [ 9]  روش بار تعادلی نیز توسط کاساپوگلو و لاگاس  .است  مقایسه شده
لایه غیربرای  پیچشی  بار  تحت  متقارن  و    های  لین  توسط  و  برخط، 
های متقارن و نامتقارن تحت بارهای کششی، برای لایه  [10]همکاران 

پیشنهاد شده پیچشی  و  نیمه   [11]  چاودری  .است   خمشی    یک روش 
پیش برای  لایهتحلیلی  بین  برشی  تنش  توزیع  پوستهبینی  در  های ها 

کامپوزیتی ضخیم پیشنهاد کرد. در تحلیل او، فرض بر این بود که در  
یک حل    [12]وارادان و بهاسکار    .ناپذیر است جهت جانبی، پوسته کشش

گاه ساده  ای کامپوزیتی با شرایط مرزی تکیه استوانه   تحلیلی برای پوسته
گیری  با بهره  [13]  یین  جانبی شعاعی قرار دارد.  ارائه کردند که تحت بار

تنش لکنیتسکی،  عملگرهای  لبهاز  لایه  های  در  بار آزاد  تحت  هایی 
کرده محاسبه  را  غیربرخط  کششی  و  خمشی  و    است.  پیچشی،  یی 

ای توخالی های استوانه بعدی را در پوستههای سهتنش   [14]سولداتوس  
ای، در مطالعهدست آوردند. ه گذاری متعامد را بها با لایهو همچنین پنل
استارباک استوانه تنش   [15]  مایکل  در  را  بار  ها  تحت  کامپوزیتی  های 

است. اگرچه هندسه استوانه متقارن است،    محوری نامتقارن تحلیل کرده
اند و تحلیل دقیق  شده نامتقارن   اما در بسیاری از موارد بارهای اعمال

حلی بسته برای  تنش در این حالت ضروری است. در این پژوهش، راه 
های کامپوزیتی تحت بارهای جایی در استوانه تعیین تنش، کرنش و جابه 

 .است  داخلی، خارجی، پیچشی و خمشی ارائه شده
سال    کانت  2000در  سوامیناتان،  بر    [16]  و  جامع  مروری 

درباره پژوهش گذشته  برون تنش   های  ورق صفحه های  در  و ای  ها 
ارائه دادند. در این مطالعه، روش پوسته های تحلیلی و  های کامپوزیتی 
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است    ای بررسی شدهلایههای بینکار رفته برای برآورد تنشعددی به
ای صفحه   های برون روش جدیدی برای تحلیل تنش  [17]چو و کیم  .

پوسته  و  در  پیچشی  بارگذاری کششی، خمشی،  تحت  کامپوزیتی  های 
ارائه دادند. آن  از اصل کار مجازی مکمل و  حرارتی  این تحلیل  ها در 

توسعه  کردندروش  استفاده  کانتوروویچ  سولداتوس    .یافته  و    [18]شو 
در لایه را  تنش  زاویه توزیع  استوانه های  تحت خمش  شرایط  دار  و  ای 

 مرزی مختلف محاسبه کردند.

سهراب   اسلامی  جباری،  و  سال    [ 19]پور  تحلیل    2002در  به 
های توخالی با توزیع گرادیانی  های مکانیکی و حرارتی در استوانه تنش

تحلیلی   مطالعه،  این  پرداختند.  محوری  متقارن  شعاعی  بار  تحت  مواد 
دهد. ای ارائه می بعدی در چنین سازههای حرارتی پایدار یککلی از تنش 

ادامه همکاران    در  و  راه[20]جباری  تنش،  برای  عمومی  های حلی 
های تابعی تحت بار محوری نامتقارن ارائه  حرارتی و مکانیکی در استوانه 

ند. در این مطالعه، توزیع دما تابعی از شعاع در نظر گرفته شده و  اهکرد
  شرایط مرزی حرارتی و مکانیکی در سطوح داخلی و خارجی لحاظ شده
جداسازی   روش  از  ناویر،  و  حرارت  انتقال  معادلات  حل  برای  است. 

بررسی  به   [21]یی و شنگ    .است  متغیرها و سری فوریه استفاده شده
گذاری متعامد  ای کامپوزیتی با لایهزاد در پوسته استوانه آهای لبه  تنش

الاستیسیته  بعدی  سه  تئوری  با  را  متقارن  شعاعی  بارگذاری   تحت 
بعدی تنش  روشی نوین برای تحلیل سه   [22]ها  همچنین آن  .پرداختند
تغییر پوسته   و  در  استوانه مکان  ارائه  های  مرکب  توخالی  .  اندکردهای 

تحلیل انجام شده شامل بارگذاری محوری و شرایط مرزی ساده است و  
روش  به  نسبت  بالاتری  دو دقت  مرسوم  تئوری های  یا  های  بعدی 

پوسته  داردکلاسیک  همکاران  حسین.ها  مدل    [ 23]  و  از  استفاده  با 
اصلاحالمان تنش  محدود  بررسی  به  برون شده  پنل صفحههای  در  ای 

پرداخته مدل  [24]وو    اند.ضخیم  تنشبه  بینسازی  در لایههای  ای 
  است.  پرداختهمحدود    های کامپوزیتی با استفاده از روش اجزایلامینیت

طبیعی   و  ترم  [25]تانو  کردن  اضافه  دبا  جانبی  عمودی  تنش  ر  های 
را    ای در پوسته کامپوزیتیلایهتنش بینتئوری مرتبه اول و مرتبه بالا  

کردند و همکاران  2010در سال    .بررسی  اثر   [26]  افشین  مطالعه  به 
پنلمرزی  لایه ساندویچیدر  پرداخت  های  جانبی  بارگذاری  ند.  تحت 

جهت محاسبه   [27]سروستانی و سروستانی    2010همچنین در سال  
برونتنش لایهصفحه های  با  کامپوزیتی  ورق  در  از ای  دلخواه  گذاری 

لایه استفادهتئوری  همکارانش    اند.کرده  ای  و  بررسی    [28]کاپور  به 
ای در صفحات کامپوزیتی و ساندویچی با استفاده از  لایه  های بینتنش

ابعاد المان ای گونه ها بهروش اجزای محدود پرداختند. در این مطالعه، 
شدهفرمول المانبندی  از  متفاوت  نوع  دو  که  دستگاهاند  در  را  های ها 

نتایج  از  برخی  کنند.  متصل  یکدیگر  به  سراسری  و  محلی  مختصات 
آمده با منابع معتبر مقایسه شده و همچنین کارایی مدل ترکیبی    دستبه 

یزدانی و    .است  لایه بررسی شدههای تکبا نتایج عددی حاصل از مدل
ای ناشی از رفتار استاتیکی صفحات  لایههای بینتنش   [ 29]همکاران  

کرده تحلیل  را  کامپوزیتی  جابه چندلایه  تحلیل،  این  در  و جاییاند.  ها 
برونتنش بهصفحه   های  گرفته ای  نظر  در  اصلی  متغیرهای  عنوان 
توسعه شده با  معادلات    اند.  از  دستگاهی  مرزی،  مقدار  مسائل  روش 

 ها، استخراج شده اول، وابسته به ضخامت لایه  دیفرانسیل خطی مرتبه 
گاه ساده در نظر گرفته شده و صورت تکیه است. در این مدل، صفحه به 

صفحه  یک  آزاد  لبه  و  دارد  قرار  صفحه  بر  عمود  بارگذاری  ی تحت 
 .است ارتوتروپ با روش شوتینگ تحلیل شده

از یک روش ترکیبی برای بررسی و تعیین    [30]سئوک و سانگ  
تنش  درونتوزیع  پوستهصفحه  های  در  استفاده  ای  کامپوزیتی  های 

افشکرده تئوری لایه   [31]ن و طاهری  یاند.  از  استفاده  به با  بررسی  ای 
بینشنت تیرلایه  های  در  جانبی    ای  بارگذاری  تحت  کامپوزیتی 

احمدی    اند.پرداخته و  لبه [32]نجفی  تنش  تنشتوزیع  و  های ای 
بعدی در یک استوانه کامپوزیتی چرخان را مورد بررسی قرار دادند.  سه 

ای در پانل کامپوزیتی  ای و اثر لبهتوزیع تنش بین لایه  [34,  33]  احمدی
و   کششی  بار  خمشی  تحت  داد.ممان  قرار  بررسی  مورد  همچنین    را 

بعدی های سه با استفاده از روش گلرکین به بررسی تنش  [35]احمدی  
  ای در پنل کامپوزیتی استوانه شکل تحت بارگذاری عرضی پرداختهلبه

های مرکب و ساندویچی با انحنای حل دقیق برای پوسته یک راه است. 
با استفاده از معادله    در راستای ضخامتدوگانه، که در آن دمای پوسته  

شود و معادلات حاکم با روش مربعات  هدایت حرارتی فوریه محاسبه می 
سلطانی و منتشر شد.   [36]  اند، توسط مونژه و مانتاریتفاضلی حل شده

ای محدود پوسته بندی نوین المانبا استفاده از یک فرمول  [37]حسینی 
های ای در سراسر ضخامت سازهلایهتوزیع تنش بین به بررسی    غیرخطی
  [ 38]و همکاران    نژادیانیدلبراند.  پرداخته  ای چندلایه کامپوزیتیپوسته

از تنش  ناشی  لبه  بینآغاز جداسازی  را در کامپوزیتلایههای  های  ای 
داده لایه قرار  بررسی  مورد  المان محدود  از  استفاده  با  و  اند.  ای،  کاپل 

گرمایی و  -زاد ناشی از بارگذاری رطوبتیآهای لبه  تنش   [39]همکاران  
لایه  با  کامپوزیتی  پنل  یک  در  در  را  بررسی  مکانیکی  متعامد  گذاری 

تغییر  [ 40]عطیا و همکاران  اخیرا    .ندادهکر نظریه  از  استفاده  شکل    با 
  ،جایی استه برشی مرتبه بالاتر که شامل انتگرال نامعین در میدان جاب

پوستهلایه  کایزوتروپیهای  کامپوزیت  در  خمش  بررسیبه  و  های  ای 
 پرداخته اند.  ایساندویچی استوانه 

  های با توجه بر مروری بر ادبیات انجام شده، در این مقاله توزیع تنش
گذاری  تحت بارکه  متعامد  گذاری  با لایهاستوانه کامپوزیتی    سه بعدی در

منظور برای این محاسبه و بررسی شده است.  قرار دارد  غیرمتقارن    شعاعی
لایه تئوری  ابتدا  از  است.  شده  استفاده  ردی  لایهای  ردی تئوری  ای 

دست  ه شود و سپس نحوه استفاده از این تئوری در بمعرفی اجمالی می



 
 / 6    ی ، و ندا عطائ ی احمد   ی س ی ، ع ی محسن واعظ  

 علوم و فناوری فضایی 
 ؟؟ ، شمارة ؟؟، دورة ؟؟؟؟سال 

شود. سپس این تئوری  بیان می آوردن معادلات تعادل حاکم بر مساله  
ی کامپوزیتی  اپوسته استوانه بندی الاستیسیته  و فرمولسازی  برای مدل

جایی بر اساس  ه با فرض میدان جابرود.  کار میگذاری متعامد بهبا لایه
لایهفرمول تئوری  تعریف بندی  و  همیلتون  اصل  از  استفاده  و  ای 
پوسته  منتجه بر  حاکم  مرزی  شرایط  و  تعادل  معادلات  تنش،  های 
سپس یک حل تحلیلی  آید.  دست میای تحت نیروی شعاعی به استوانه 
جایی ه میدان جابدست آمده و  ه دل حاکم بر مساله بمعادلات تعاحل  برای  

غیر  ای تحت بار شعاعی داخلی و خارجی  و میدان تنش در پوسته استوانه 
 شود.  خراج می استمتقارن 

   بندی مساله فرمول 

استوانه  دلخواه لایه پوسته  تعداد  از  که  کامپوزیتی  کامپوزیتیای  با   های 
شود.  در نظر گرفته می   1ساخته شده است مطابق شکل  متعامد    گذاری لایه 

و ضخامت آن    R، شعاع متوسط آن  Lشود که طول استوانه  فرض می 
  rاست، که محور   rxای  باشد. محور مختصات پوسته استوانه می   hبرابر با  

محور   استوانه،  شعاعی  و    xراستای  استوانه  طولی  مختصه   راستای 
می  استوانه  لبه محیطی  در  باشد.  پوسته  دارند.    x=Lو    x=0های  قرار 

بر لایه   r  در راستای   zشود که محور مختصات محلی  می همچنین فرض  
استوانه  پوسته  می میانی  منطبق  ب ای  و ه باشد  داخلی  سطوح  که  طوری 

  z=0قرار دارند و    z=+h/2و    z=-h/2ترتیب در مختصات  خارجی پوسته به 
میانی   می پوسته  سطح  نشان  و دهد.  را  کامپوزیتی  پوسته  از  شماتیکی 

   ( نشان داده شده است. 1بارگذاری شعاعی غیر متقارن در شکل ) 

 
 

و بارگذاری    ای و محورهای مختصات انتخاب شدهاستوانه کامپوزیتی لایه  -1  شکل

 . شعاعی

Fig. 1. Laminated composite cylinder and coordinate system 

and radial loading. 

برای یک نقطه روی استوانه که در مختصات تغییر شکل نیافته 
جایی در راستای محوری، ه های جابقرار دارد مولفه  (x, , z)در نقطه  

به  شعاعی  و  توابع  محیطی  با  می   wو    v ,uترتیب  داده  شود. نشان 

 
1. Numerical Layer 
2. Mathematical Layer 

می  شعاعی  فرض  گسترده  بار  که  ترتیب به   (x,oq(و    x,iq)(شود 
شود که بار در راستای مثبت سطح داخلی و خارجی پوسته وارد می به 

به  که  باری  و  مثبت  فرض شعاع  منفی  است  استوانه  مرکز  سمت 
محلی  می  مختصه  بین  رابطه  همچنین  شعاعی    zشود.  مختصه   rو 
رابطه ه ب  می ه ب  r=R+z=R(1+z/R)  صورت  آن  دست  در  که   Rآید 

متوسط  پوسته شعاع  برای  است.  آناستوانه  برای  که  نازک  ها های 
با    z/Rنسبت   مقایسه  می   1در  است  نسبت کوچک  این  از  توان 
 در نظر گرفت.  r=Rنظر کرد و  صرف 
شود که یک چند لایه کامپوزیتی در  ای فرض میتئوری لایه در

راستای ضخامت به تعداد لایه فرضی تقسیم شده است که به هر کدام  
این لایه شود. گفته می     2یا لایه ریاضی   1 های فرضی، لایه عددیاز 

  Nهای عددی در یک چند لایه برابر  طبق این فرض اگر تعداد کل لایه
لایه باشد، با در نظر گرفتن سطوح بالایی و پایینی چند لایه، در کل به  

سطح )سطح مشترک( در چند لایه وجود خواهد داشت که    N+1تعداد  
از شماره  به  ها سطوح شود و به آن گذاری میشماره  N+1تا    1ترتیب 

ریاضی  3 عددی سطوح  می   4یا  همان گفته  شکل  شود.  در  که    2طور 
اگر محور  مشاهده می را نشان دهد مختصه    zشود  تقسیم    zراستای 
 جایی یک سطح عددی ه باشد. لذا جابمی   izام ثابت و برابر    iسطح عددی  

مختصه   از  تابعی  لایهنمی   zمشخص  تئوری  در  تابع  باشد.  ردی  ای 
(  zو    x  ،y)  یام پوسته کامپوزیتی در سه راستاi جایی سطح عددی  هجاب
شود  در نظر گرفته می ای  صفحه از مختصات درون  عنوان توابع مجهولبه 

نشان    iW(x, y)و  iU  ،(x, y)iV(x, y)که این توابع مجهول به ترتیب با  
 شوند. داده می

 
لایه -2شکل   جابجایی  شماره  یهاتوزیع  نحوه  و  آنعددی  تئوری گذاری  در  ها 

 . [41] ایلایه

Fig. 2. Displacement distribution of numerical layers and their 

numbering in layered theory [41]. 

3. Numerical Surface 

4. Mathematical Surface 


 = 0

q(x,)=sin(n), n=1
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لایه  تئوری  جابدر  گسستههای  ضخامت  راستای  در  سازی  جایی 
جاب می میدان  و  جابه شود  اساس  بر  تابع  ه جایی  و  عددی  جایی سطوح 

ب می ه درونیاب  جابدست  میدان  لذا  فرمولهآید.  در  تئوری  جایی  بندی 
 .[41] :شود( بیان می 1رابطه )صورت ای به لایه

(1 ) 

1

1

1
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( , y,z) ( , y) (z)

( , y,z) ( , y) (z)

N

i i
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i i

i
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i i

i

u x U x

v x V x

w x W x

+

+

+

= 

= 

= 






 

جایی سازه  ه های میدان جاببیانگر مولفه   wو    u  ،vکه در رابطه فوق  
باشند و جمع روی تمام مقادیر سطوح عددی می   zو    x  ،yدر راستای  
یاب لاگرانژی است که  تابع درون   i(z)شود. همچنین تابع  انجام می 
جاب لایهه مقدار  داخلی  نقاط  در  مقدار  جایی  اساس  بر  را  عددی  های 

می هجاب بیان  عددی  لایه  آن  تحتانی  و  فوقانی  سطوح  و  جایی  کند 
دارای پیوستگی    (2)جایی  ه شود. میدان جابمی  بیان  (2)رابطه  صورت  به 

د،  نباشها پیوسته نمی ست که تنش اباشد و این بدین معنمی   0Cاز نوع  
های ه شوند تعداد لایه ئصورت دقیق اراها به لذا برای اینکه توزیع تنش 
داده می افزایش  میدان جابعددی  به  هشود.  با توجه  جایی در هر لایه 

بهجاب پایین لایه  و  بالا  عددی  درونیابی  ه جایی سطوح  صورت مستقل 
همچنین  می درون   i(z)شود.  سطح  تابع  به  مربوط  لاگرانژی  یاب 

جاب  استام    iعددی   به ه که  راستای ضخامت  در  را  خطی جایی  طور 
 شود. صورت زیر بیان میکند و بهیابی می درون

 (2 ) 

1

2

( 1) 1

1

1 1

1

1

0 ,

( ) ,

(z)

( ) ,

0 ,

i

i

i i i

i

i

i

i i i

i

i

z z

z z
z z z z

h

z z
z z z z

h

z z

−

− −

−

+

+

+




− =  


 = 
− =  






 

سطح عددی    zمختصه    izام،   iضخامت لایه عددی    ih  (2)که در رابطه  
i  باشد و  ام می(z)i

j    که در آن(j=1,2)   یاب لاگرانژ  است تابع درون
یاب لاگرانژی  مقدار تابع درون د.  نشو ام نامیده می   iمحلی خطی در لایه  

صورت خطی  ه ام برابر با یک است و ب  iروی سطح عددی    i(z)در  
پایینکاهش می تا در سطوح عددی  به صفر می یابد  بالاتر  و  رسد. تر 

،  xپوسته در جهات طولی    جاییهبرای پوسته کامپوزیتی نیز میدان جاب 
رابطه  پوسته    zو شعاعی    qمحیطی   این  تعریف می   (1)مشابه  شود با 

شود. حال استفاده می  از مختصه محیطی    yجای مختصه  ه تفاوت که ب
جاب  کرنش  معادلات  از  استفاده  استوانه هبا  مختصات  در  ای، جایی 

استوانه مولفه مختصات  در  کرنش  پوسته  ای  های  زیر  ه ببرای  صورت 
 آید. دست میه ب

 ( 3- )الف 

,

,

( )

1

1
( ( ) ( , ) ( ))

( , ) ( )

x k x k

k k k k

r k k

u
U r

x

v w

R R

V r W x r
R

w
W x r

r












 


= = 




= + =



 + 


= = 

 

 ( 3- )ب 

,

, ,

,

( ) ( , ) ( )

1

1
( ) ( )

1

1
( ) ( , ) ( )

1
( , ) ( )

xr

k k k x k

x

k x k k k

r

k k k k

k k

w u

x r

U r W x r

v u

x R

V r U r
R

w v v

R r r

W r V x r
R

V x r
R























 
= + =

 

 + 

 
= + =

 

 + 

 
= + − =

 

 + 

− 
 
معنای مشتق آن نسبت به مختصه به   (r)که علامت پرایم بر روی  

استوانه  پوسته  برای  حرکت  معادلات  استخراج  برای  است.  ای شعاعی 
به که  پتانسیل کل  انرژی  حداقل  اصل  از  بیان کامپوزیتی  زیر  صورت 

 . [41]شود، استفاده شده است می

(4 ) 0extU W − = 
کار نیروهای خارجی    extWتغییرات انرژی کرنشی و    U(  3در رابطه )

 شود. ( بیان می5( و )4صورت روابط )باشد و به می

(5 ) 
2

2

0 0
2

h
L

h ij ijU dxRd dr


   
−

=   
 

(6 ) 
2

1 1
0 0

2

1 , 1 0
0 0

( )

( )

ext

L

i i o o N

L

k i i k N o k

W

q R W q R W d dx

R q R q W d dx







  

   

+

+

=

+ =

+

 

  

روابط کرنش روابط )-جایگذاری  از  رابطه )2جابجایی  به    U(،  5( در 
  آید.دست می ه صورت زیر ب

(7 ) 

2
2

, ,
0 0

2

,

, ,

,

1
[ ( ) ( ) ( )

( ) ( ( ) ( ))

1
( ( ) ( ))

1 1
( ( ) ( ) ( ))]

h
L

h x k x k k k k

r k k xr k k k x k

x k x k k k

r k k k k k k

U U r V W r
R

W r U r W r

V r U r
R

W r V r V r dxRd dr
R R



 

 

 

     

    

  

    

−
=  + + 

 +  +  + 

+  +  +

 +  − 

  

 



 
 / 8    ی ، و ندا عطائ ی احمد   ی س ی ، ع ی محسن واعظ  

 علوم و فناوری فضایی 
 ؟؟ ، شمارة ؟؟، دورة ؟؟؟؟سال 

فرمول ادامه  در  سهولت  منتجهبرای  تئوری بندی،  در  تنش  های 
 شود.( تعریف می 8رابطه )صورت  به Uبندی ای در فرموللایه

(8 )  
2

2

2

2

( , , , , )

( , , , , )

( , , ) ( , , )

k k k k k

x x x

h

h x x xr r k

h

k k k

hx r xr r r k

M M M R R

dr

Q Q N dr

  

  

 

    

  

−

−

=



= 




 

گیری جز به  ( و اعمال انتگرال7)  رابطه ( در  8فاده از روابطه )ت با اس
آمده  (  4)  که در رابطه کارگیری اصل حداقل انرژی پتانسیل کله جز و ب
معادلات تعادل حاکم    kWو    kU  ،kVو صفر قرار دادن ضرایب  است  

 آید.دست می ه صورت زیر بای به بر پوسته استوانه 

0 ( 9-)الف
k k

kx x
x

dM dM
Q

dx Rd




+ − =

 

1 ( 9-)ب
( ) 0

k k
k kxdM dM

R Q
R d dx

 
 


+ + − =

 

 ( 9-)ج

1 ( 1) 0

1 1
( )

( , ) ( , ) 0

k k
k kx

r

k i k N

dR dR
M N

dx R d R

q x q x






   +

+ − +

+ + =  

دهنده بار گسترده وارد بر سطح داخل    ترتیب نشان به  (x,oq( و   x,iq)(که  
باشد    i=jباشد که اگر  تابع دلتای کرونکر می   ijباشد و  و خارجی استوانه می 

همچنین    برابر صفر خواهد بود.   ijصورت مقدار  و در غیر این   1برابر    ijمقدار  
 آید. دست می ه ( ب 10صورت رابطه ) به   x=Lو    x=0شرایط مرزی در لبه  

(10 ) 
0 0

0 0 0

0 0

k

x k

k

x k

k

x k

M or U

M or V at x or x L

R or W









 = =


= = = =


= = 
مولفه  حسب  بر  تعادل  معادلات  مساله  حل  جاب برای  جایی ه های 

ای از تعدادی شود که استوانه کامپوزیتی لایه آید. فرض می دست می ه ب 
ب لایه کامپوزیتی که هر لایه می  صورت دلخواه در راستای طول ه تواند 

( قرار گرفته  90استوانه )زاویه صفر( و یا در راستای محیط استوانه )زاویه  
باشد تشکیل شده است. منظور از زاویه هر لایه زاویه راستای الیاف آن  

است که الیاف در معنی این به   0°باشد. لایه  لایه با محور طولی استوانه می 
استوانه قرار گرفته است و لایه   معنی قرار گرفتن به   90°راستای محور 

راستای الیاف در راستای محیطی استوانه است. در حالت کلی برای لایه 
k   شود رابطه ساختاری صورت ارتوتروپیک فرض می ه ام که خواص آن ب

شود که در نوشته می   صورت زیر ه ب  zو    x  ،کرنش در محورهای  - تنش 

آن  
( )[ ] kC    ماتریس سفتی لایهk    ام در مختصاتxqz   باشد و بالا  می
 باشد. ام می   kنشان دهنده لایه عددی    kنویس  

(11 ) ( ) ( ) ( ){ } [ ] { }k k kC =   

با جایگذاری ضرایب الاستیک برای لایه ارتوتروپیک در ماتریس 
)سفتی الاستیک   )[ ] kC  رابطه  و در نظر گرفتن مولفه های کرنش در 

 شود. صورت زیر نوشته می ه ام ب  k(، رابطه ساختاری لایه 11)

(12 ) 

11 12 13

12 22 23

13 23 33

44

55

66

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

x x

r z

r z

xr xz

x x

C C C

C C C

C C C

C

C

C

 

 

 

     
    

     
        
 =   

     
         
          

نشانبه   3و    2،  1های  اندیس  راستای    ترتیب    zو    x  ،دهنده 
مختصهمی حسب  بر  حاکم  معادلات  حل،  برای  جابباشد.  جایی ههای 

( قرار 12( در )3های کرنش از رابطه )کار مولفهشود. برای این نوشته می 
( روابط تعادل بر حسب  9( و )8شود و با استفاده از معادلات )داده می
طور مثال رابطه  ه آید. بدست میه جایی سطوح عددی بههای جابمختصه

تعادل ) از معادلات  استوانه  9اول  تعادل در راستای طولی  ( که معادله 
 شود.صورت زیر نوشته می ه است ب

)13( 

11 , 16 , 66 , 552

16 , 26 , 12 66 ,2

12 13 55 ,

2 1

1 1
( )

1
( ) 0

kj kj kj kj

j xx j x j j

kj kj kj kj

j xx j j x

kj kj jk

j x

D U D U D U A U
R R

D V D V D D V
R R

D B B W
R

 

 

− − − +

− − − +

+ − − + =
 

معادله   مانند  راستای محیطی و شعاعی هم  تعادل در  معادلات 
جایی  ه های جاب ( بر حسب مختصه 9- ( و )ج 9- فوق از معادلات )ب 

ب  عددی  می ه سطوح  شامل  دست  مجموع  در  معادلات  این  آید. 
3(N+1)   پاره دیفرانسیل  این  معادله  حل  است.  شده  کوپل  ای 

میدان   معادلات،  این  حل  برای  دارد.  زیادی  پیچیدگی  معادلات 
ب ه جاب  استوانه  بر  وارده  خارجی  بار  و  از  ه جایی  فوریه  سری  صورت 

 شود. در نظر گرفته می   مختصه  

)14( 
{ ( , )} { ( )} sin

{ ( , )} { ( )} cos

{ ( , )} { ( )} sin

m

m

m

U x U x m

V x V x m

W x W x m

 

 

 

=

=

=

 

یک دسته  به  حاکم  معادلات  (  13( در ) 14با جایگذاری از )سپس    
. این معادلات همراه با شود عادی تبدیل می کوپل  دیفرانسیل  معادلات  

جایی نوشته شده است  ه ( که به بر حسب معادلات جاب 10شرایط مرزی ) 
 شود. های جابجایی استخراج می شود و پاسخ برای مولفه انجام می 
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 تحت... متعامد یگذارهیبا لا یتیکامپوز ایتنش در پوسته استوانه یبعدسه لیتحل

 نتایج عددی  

ای کامل کامپوزیتی تحت نیروی ای در پوسته استوانهبین لایههای  تنش
ب متقارن محوری )ه شعاعی که  بر  non-axisymmetricصورت غیر   )

می  وارد  برای    ،شوداستوانه  عددی  نتایج  و  گرفته  قرار  بررسی  مورد 
ای کامپوزیتی متعامد ارائه شده ای در پوسته استوانه لایه  های میانتنش

فرض   استوانه میاست.  پوسته  که  در  شود  شعاعی  بارگذاری  تحت  ای 
ای که توزیع  گونه ه سطح خارجی )یا داخلی( استوانه قرار گرفته است ب

آن در راستای طول استوانه یکنواخت بوده و در راستای محیطی استوانه  
کند. توزیع بار شعاعی وارد شده بر استوانه  صورت سینوسی تغییر می ه ب
 صورت زیر در نظر گرفته شده است.ه ب

(15 ) 𝑞(𝑥, 𝜃) = 𝑞0 𝑠𝑖𝑛(𝑚𝜃) 

یک عدد طبیعی است که نشان دهنده    mو  نیروی گسترده  دامنه    0qکه  
تنش  همچنین  است.  محیطی  مختصه  به  نسبت  بار  و تغییرات  ها 

 صورت زیر تعریف شده است: ه بعد ب های بیجاییهجاب

(16 ) 
3

* * 2

0

*

0

*

0

*

0

*

2 0

*

2 0

* 4

3

2 0

, , / ( )

/ ( ),

/ ( ),

( ) (

/

10 /

10

0 /

)

,

1

,/

x x

r r

xr xr

r r

q S

q S

q S

q

u E u q hS

v E v q hS

w E w q hS

 

 

  =  

 = 

 = 

 = 

=

=

= 

طول استوانه    Lضخامت استوانه و    hشعاع متوسط استوانه،    Rکه در آن  
باشد.  نسبت شعاع متوسط استوانه به ضخامت آن می   S=R/hاست و  

برابر   مقاله  این  نتایج  کلیه  در  استوانه  هندسی  ،  h=1mmپارامترهای 
R=50h    وL=4h    درنظرگرفته شده است. همچنین خواص مکانیکی

 انتخاب شده است.   1صورت جدول ه های کامپوزیت بلایه

 . [35]  یاپوکس-کربن کامپوزیت هایهلایخواص مکانیکی   -1جدول 

Table  1. Mechanical properties of Carbon -Epoxy laminate 

[35]. 

23 12=13 
G23 

(Gpa) 

G12=G13 

(Gpa) 

E2=E3 

(Gpa) 

E1  
(Gpa) 

0.15 0.28 4.26 4.7 9.8 136 

 بررسی همگرایی نتایج عددی 

های ریاضی بستگی تعداد لایه ای به دست آمده از تئوری لایه ه دقت نتایج ب 

شود. لذا در دقت نتایج بیشتر می ریاضی  های  دارد. با افزایش تعداد لایه 
های ریاضی مورد  ابتدا همگرایی نتایج عددی با افزایش تعداد لایه شروع  

  npبا    فیزیکی های ریاضی در هر لایه  تعداد لایه است.    بررسی قرار گرفته 
نتایج عددی   تعداد لایه نشان داده شده است. همگرایی  افزایش  های با 

*عمودی    برای تنش ریاضی  
r   بررسی    ]  90°/ 0/ 0/ -90°  [گذاری در لایه

 .است   شده 
 p=4nNهای عددی برابر با  گذاری مذکور تعداد کل لایه برای لایه

*باشد. همگرایی تنش عمودی  می 
r   های برحسب افزایش تعداد لایه

 ای در نقاط از پوسته استوانه  ریاضی در هر لایه فیزیکی در چهار نقطه
 (x=L, z=0, =/4(  ،)x=L, z=-0.25h, =/4(  ،)x=L, 

z=0.25h, =/4 ( و   )x=0.5L, z=0.25h, =/4 جدول در   )  2 
 آمده است.

می  افزایش  ملاحظه  با  که  تنش )لایه   pnشود  ریاضی(،  های 
*عمودی  

r   ( 4در نقطه/=x=L,z=0,   ) 7=  با تعداد لایه ریاضیpn 
 8pn=  با   ( و  ,=x=0.5L, z=0.25h/4و در نقطه )   21/ 13به عدد  
های ریاضی شود، اما با افزایش تعداد لایهمی   همگرا   19/ 88به مقدار  

*تنش عمودی  
r   ( 4در دو نقطه/=0.25h, -x=L, z= ( و )x=L, 

z=0.25h, =/4 شود . مشاهده می است افزایش یافته  آرام  طور  ( به
ها در سطحی که بین دو لایه با خواص یکسان قرار دارد مقادیر تنش

با نرخ بالایی همگرا می  که در شوند، در حالی و در نواحی دور از لبه 
همگرایی در مقادیر تنش نرخ  سطوح بین دو لایه با خواص متفاوت  

 پایین است. 

 ,x=0.5Lدر چهار نقطه )  r*تنش عمودی    عددی برای  همگرایی نتایج  -2  جدول

z=0.25h, =/4(  ،)x=L, z=0.25h, =  ،) (x=L, z=0, =/4  و  )
(x=L, z=-0.25 = )90°/0/ 0/-90°  [گذاریبا لایه از استوانه[ . 

Table 2. Convergence study of interlaminar normal stress r
*

 

in four point (x=0.25L, =/4, z=0.25h), (x=L, =/4, z=0.25h), 
(x=L, =/4, z=0), (x=L, =/4, z=0) in cylinder with 

[90°/0°/0°/90°] layup.  

x=L, x=L, x=L, x=0.5L, 

pn z=-0.25h, z=0, z=0.25h, z=0.25h, 

= = = = 

75.45 21.15 21.12 19.85 2 
83.7 21.12 -42.96 19.87 3 

89.74 21.15 -48.77 19.87 4 
94.09 21.13 -52.97 19.87 5 
97.56 21.14 -56.27 19.87 6 
100.4 21.13 -58.97 19.87 7 
102.9 21.13 -61.27 19.88 8 
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105 21.13 -63.26 19.88 9 
106.8 21.13 -65.02 19.88 10 
108.5 21.13 -66.6 19.88 11 
110.1 21.13 -66.6 19.88 12 
111.5 21.13 -69.34 19.88 13 
112.8 21.13 -70.54 19.88 14 

 گذاری نتایج عددی صحه
برای بررسی دقت و صحت نتایج عددی حاصل از این مقاله، نتایج عددی 

مقایسه شده است. با    ، هایی که نتایج مشابه در منابع موجود است در حالت 
ه شده در منابع برای بارگذاری ئ های ارا های انجام شده حل توجه به بررسی 

ساده در - گذاری متعامد و شرایط مرزی سادهمشابه برای استوانه با لایه 
ه شده ئ ارا   [ 12] باشد که توسط وارادان و بهاسکار  دو لبه استوانه موجود می 

گذاری متعامد ای کامپوزیتی با لایه استوانه   در مقاله خود پوسته   ها . آن است 
روش  های استوانه است به گاه ساده در لبه را که دارای شرایط مرزی تکیه 

آمده    3های مختلف در جدول  تحلیلی حل کردند. مقادیر مربوط به تنش 
مقایسه   [ 12] شده در  ارائه  با مقادیر    R/hاست و برای مقادیر مختلف نسبت  

می  ملاحظه  نتایج  بین  خوبی  انطباق  است.  دهنده شده  نشان  که  شود 
ارا  روش  بالای  دقت  و  معادلات  حل  پیش ئ صحت  برای  شده  بینی ه 

در قابل ذکر است  باشد.  ای می و برون صفحه   ای های درون صفحه تنش 
ای برابر های عددی در تئوری لایه لایه  تعداد   3در جدول  ه شده ئ نتایج ارا 

 در نظر گرفته شده است.   N=60با  

 ,L=4R)  [12]  با مرجع  ]90° [  مقایسه نتایج برای استوانه کامپوزیتی  -3  جدول

h=1 m=4, ,=) [12.] 

Table 3. Comparison of the results for a [90°] composite 

cylinder (L=4R, m=4,  =/4, h=1) with reference [12]. 

S= 
R/h 

 


* 

z=±h/2 

=/4 

x
* 

z=±h/2 

= 

rx
* 

z=0, 

=/4 

r
* 

z=0, 

= 

50 

[12] 
-3.979 

3.902 

-0.0383 

0.0243 
0.0404 -3.919 

Present 

N=60 

-3.9785 

3.9014 

0.0383 

0.0243 
0.0413 -3.9189 

100 

[12] 
-3.876 

3.843 

-0.0447 

0.0161 
0.0393 -3.859 

Present 

N=60 

-3.8760 

3.8426 

-0.0447 

0.0161 
0.0402 -3.8585 

500 

[12] 
-2.293 
2.306 

-0.0611 

-0.0249 
0.0234 -2.303 

Present 

N=60 

-2.283 

2.2900 

-0.0608 
-0.0248 

0.0238 -2.294 

( تعریف شده است  8که در رابطه )  x(kM(توزیع کمیت    3در شکل  
ریاضی   است.  مختلف  برای سطوح  این آمده  آزاد  مرزی  شرایط  برای 

مرزهای   در  باید  باشد.    x=Lو    x=0کمیت  با صفر    3  شکل  دربرابر 
طور  دهد. همانای کامپوزیتی را نشان می شرایط مرزی پوسته استوانه 

است   مشخص  مرزها  که  در  کمیت  این  دقیق  به مقدار  کاملا  صورت 
 نمایند. شرایط مرزی لبه را ارضا می 

 
ای  در پوسته استوانهدر طول استوانه با شرط مرزی دوسر آزاد    kM(x)توزیع    –3شکل  

 .(=/4و  m=2) ، ]90°/0/ 90/0°  [گذاریکامپوزیتی با لایه

Fig. 3. Distribution of Mk(x) along the length of [90°/0°/0°/90°] 

composite cylinder with free-free edge  (m=2  and  =). 

*توزیع تنش عمودی    4در شکل  
r   استوانهدر راستای طول پوسته  

که مشخص   طور همان دهد.  های مختلف نشان می در ضخامت   کامپوزیتی 
است تنش در نواحی دور از لبه ثابت بوده، اما با نزدیک شدن به لبه آزاد  

*ای، تنش عمودی  پوسته استوانه 
r   صورت ناگهانی تغییر کرده و در به

طور که قبلا اشاره شد به  مقدار ثابتی رسیده است. همان خود لبه آزاد به 
می  گفته  مرزی  لایه  پدیده  پدیده،  مدل این  با  که  تئوری شود  با  سازی 

   بینی نیست. ها قابل پیش کلاسیک ورق 

 
عمودی    - 4  شکل تنش  *توزیع 

r   با کامپوزیتی  استوانه  پوسته  راستای طول  در 

  [گذاریلایه

°90/0 /0/°90[ ،(=2m  4و/=). 

Fig. 4. Distribution of interlaminar normal stress r
*

 along the 

axial direction of a composite cylindrical shell with 

[90°/0°/0°/90°] layup (m=2  and  =). 
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 تحت... متعامد یگذارهیبا لا یتیکامپوز ایتنش در پوسته استوانه یبعدسه لیتحل

*توزیع تنش عمودی    5شکل  
r   نسبت به تغییرات مختصه راستای

( فاصلهzضخامت  در  کامپوزیتی  استوانه  پوسته  لبه (  از  مختلف  های 
می  نشان  و    x=Lدهد.  استوانه  راست  لبه سمت چپ    x=0لبه سمت 

  x=0.995Lوسط استوانه است و    x=0.5Lدهد و  استوانه را نشان می 
دهد. حداکثر مقدار نزدیکی لبه سمت راست را نشان می  x=0.98Lو  

باشد.  می   MPa8/133 دهد و مقدار آن برابررخ می   x=Lتنش شعاعی در  
لبه، مقدار تنش عمودی کاهش می نواحی دورتر از  به صفر  در  یابد و 

داخلی تنش    0و    90شود در مرز بین لایه  شود. مشاهده مینزدیک می
مقدار تنش    90و    0صورت کششی بوده و در ادامه در مرز بین لایه  به 

*شعاعی 
r  شود.  حالت فشاری تبدیل میبه 

 
*توزیع تنش عمودی    -5شکل  

r    در راستای ضخامت پوسته استوانه کامپوزیتی با

 .(=/4و  m=2) ]90°/0/ 90/0°  [گذاریلایه

Fig. 5. Through-thickness distribution of the normal stress σr
* in 

a composite cylindrical shell with [90°/0°/0°/90°] layup (m=2  
and =/4). 

ای  لایه  توزیع تنش برشی میان  6شکل    r*    نسبت به تغییرات
استوانه ،  x  ،مختصه طول باشد.  های مختلف میای در ضخامتپوسته 

مقدار این تنش در زاویه        از استوانه که مقدار بار خارجی حداکثر
رود محاسبه شده است. با توجه به شکل، همانگونه که انتظار می   ، است

و خارجی صفر می داخلی  تنش در سطح  این  تنش  مقدار  باشد. مقدار 
  r*    در سطوحz=0  ،z=0.25h    وz=-0.25h    در نواحی دور از لبه

کند، لذا تنش برشی  ثابت بوده و در نزدیکی لبه مقدار کمی تغییر پیدا می 
  r*   تنش سایر  با  مقایسه  در در  تاثیری  و  بوده  کوچک  بسیار  ها 

 ها نخواهد داشت. جدایش لایه

برشی    7شکل   تنش  لایه توزیع  برشی  بین  *ای 
rx   به نسبت 

ای تحت فشار خارجی را نشان ( پوسته استوانهxتغییرات مختصه طول ) 
می می  مشاهده  است. دهد.  صفر  آزاد  لبه  در  تنش  این  مقدار  شود 

میهمان  مشاهده  که  فاصله طور  در  تنش  تغییرات  اندازه شود  به  ای 
استوانه  پوسته  ایجاد می ضخامت لایه  آن ای  در  که  ناحیه  این  شود. 

همین شود، به دهد ناحیه مرزی نامیده میتغییرات شدید تنش رخ می 
علت معمولا ناحیه لایه مرزی تنش به اندازه ضخامت پوسته در نظر 

ابتدا در سطح  گرفته می  ، منفی z=-0.025hای  بین لایه شود. تنش 
رفته در نواحی دور از لبه به صفر -بوده و با افزایش فاصله از لبه رفته 

رسد و در نزدیکی لبه سمت دیگر دوباره با علامت مثبت افزایش می 
در  می  نهایتا  و  می به   x=0.99Lیابد  خود  مقدار  سپس حداکثر  رسد، 

 رسد.مقدار صفر می کاهش یافته و به 

 

*ای  لایه  توزیع تنش برشی میان  -6شکل
r  ای کامپوزیتی در راستای طول استوانه

 . (=و  m=1/2)] 90°/0/0/ 90°  [گذاریبا لایه

Fig. 6. Distribution of interlaminar shear stress r
*

 along the 

axial direction of a composite cylindrical shell with 

[90°/0°/0°/90°] layup (m=1/2  and  =). 

 
*ای  لایه  توزیع تنش برشی میان  -7شکل  

xr  ای کامپوزیتی  در راستای طول استوانه

 .(=/4و  m=2)] 90°/0/0/ 90°  [گذاریبا لایه

Fig. 7. Distribution of interlaminar shear stress xr
*   along 

the axial direction of a composite cylindrical shell with 

[90°/0°/0°/90°] layup (m=2  and  =/4). 

برشی    8شکل   تنش  لایهتوزیع  *ای  بین 
xr    تغییرات به  نسبت 

های  ( استوانه تحت فشار خارجی در فاصلهzمختصه راستای ضخامت )
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بینی  گردد تنش برشی پیش دهد. مشاهده میا نشان می رمختلف از لبه  
ای شرایط مرزی را در سطوح داخلی و خارجی  شده توسط تئوری لایه 

خوبی ارضا کرده و تنش در سطح داخلی و بیرونی ( به z=±0.5hپوسته )
می  مشاهده  صفر  درشود  میشود.  برشی  تنش  در    x=0.94L حداکثر 

z=0  ا بعد  استوانه تر شدن  با نزدیک  ن ز آرخ داده و  لبه پوسته  ، ایبه 
 رسد. مقدار صفر میتنش برشی کمتر شده و به 

تنش   توزیع  *همچنین 
r  ( طول  مختصه  تغییرات  به  (  xنسبت 

برای مقادیر مختلف شعاع پوسته در شکل    z=0.25hاستوانه در سطح  
 شود. نشان داده شده است و اثرات تغییر شعاع مشاهده می 9

 
*ای  لایهبین  توزیع تنش برشی    -8شکل  

xr  ای  در راستای ضخامت پوسته استوانه

 .(=/4و  m=2) ]90°/0/0/ 90°  [گذاریبا لایه

Fig. 8. Through-thickness distribution of the shear stress xr in 

a composite cylindrical shell with a [90°/0°/0°/90°] layup 

(m=2  and  =/4). 

 
*ای بین لایهاثر شعاع بر توزیع تنش عمودی  -9شکل 

r گذاری  در پوسته با لایه

]  °90/0/0/°90 [(m=2  و=/4). 

Fig. 9. Effect of radius on the distribution of interlaminar 

normal stress r
*

 in a shell with [90°/0°/0°/90°] layup. 

  10گاه گیردار آمده است. شکل  در این قسمت نتایج عددی برای تکیه 
برشی   تنش  لایه توزیع  *ای  بین 

xr    راستای مختصه  تغییرات  به  نسبت 
که تحت    ]90°/ 0/ 0/ 90°  [گذاری  ای با لایه پوسته استوانه را در  (  zضخامت ) 

ایط مرزی  ر فشار داخلی قرار گرفته است در فواصل مختلف تا لبه برای ش 
ها از ابتدا تا انتها منفی  شود تنش دهد. مشاهده می گیردار نشان می - گیردار 

خوبی ارضا و صفر شده است.  است و مقدار تنش در سطح داخلی و بیرونی به 
 رخ داده است.    x=0.94Lهمچنین بیشترین مقدار تنش در طول  

 
*ای  بین لایهتوزیع تنش برشی    - 10شکل  

xr  ای در راستای ضخامت پوسته استوانه

 . (=و  m=1/2) ]90°/0/0/ 90°  [گذاریبا لایه

Fig. 10. Through-thickness distribution of the shear stress xr
* 

in a composite cylindrical shell with [90°/0°/0°/90°] layup 

(m=1/2  and  =). 

*عمودی ای بین لایه توزیع تنش    11شکل  
r    نسبت به تغییرات مختصه

در    ]90°/ 0/ 0/ 90°   [گذاری ای با لایه پوسته استوانه را در  (  zراستای ضخامت ) 
می فاصله  نشان  لبه  از  مختلف  سطح های  در  تنش  مقدار  بالایی  دهد.  های 

z=0.5h   ( 0=برابر با*
r ( و در سطح پایینی )=1*

r خوبی ارضا شده که نشان  ( به
مقدار تنش برابر با مقدار فشار داخلی وارد بر استوانه    z=-0.5hدهد در سطح  می 
*شود بیشترین مقدار تنش عمودی  باشد. همچنین مشاهده می می 

r    نزدیکی  در
 باشد. می   x=0.995Lلبه در  

 
*توزیع تنش عمودی    - 11شکل  

r   ای با  در راستای ضخامت پوسته استوانه

 . ( =  و   m=1/2)   ]90°/ 0/ 0/ 90°   [گذاری لایه 

Fig. 11. Through-thickness distribution of the normal stress r
*   

in the composite cylindrical shell with [90°/0°/0°/90°] layup 

(m=1/2  and  =). 
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 تحت... متعامد یگذارهیبا لا یتیکامپوز ایتنش در پوسته استوانه یبعدسه لیتحل

های برون  برای درک بهتر از توزیع تنش   13و    12  در ادامه دو شکل 
شده است که توزیع تنش    ای در حالت شرایط مرزی گیردار آوردهصفحه

 دهد ( استوانه نشان می xرا نسبت به تغییر مختصه طول )

 

عمودی    -12شکل   تنش  *توزیع 
r  استوانه پوسته  طول  راستای  با  در  ای 

 . (=و  m=1/2) ]90°/0/ 90/0°  [گذاریلایه

Fig. 12. Distribution of interlaminar normal stress r
* along the 

axial direction of the cylindrical shell with [90°/0°/0°/90°] layup 

(m=1/2, =). 

 
عمودی    -31شکل   تنش  *توزیع 

xr  استوانه پوسته  طول  راستای  با در  ای 

 . (= و m=1/2) ]90°/0/ 90/0°  [گذاریلایه

Fig. 13. Distribution of axial normal stress xr
*   along the length 

of a cylindrical shell with [90°/0°/0°/90°] layup (m=1/2, =). 

 گیرینتیجه

های و از جمله استوانه   ای لایه با توجه به کاربردهای عمده مواد کامپوزیتی  
یک مدل  در این مقاله  در صنایع مختلف مربوط به هوافضا،  کامپوزیتی  

ای کامپوزیتی تحت  بعدی تنش در پوسته استوانه برای بررسی توزیع سه 
دارد   شعاعی گذاری  بار  است.  ئ ارا   قرار  شده  کلاسیک تئوری در  ه  های 

یا   شود نمی   گرفته در نظر  ای  های بین لایه طور عمده تنش ه ب   ، ها پوسته 
شود لذا این گرفته می ها در نظر  ای برای توزیع این تنش فرم بسیار ساده 

ای نیستند و لذا از های بین لایه بینی توزیع تنش ها قادر به پیش تئوری 
با توجه به  .  ها استفاده شده است بینی این تنش ای برای پیش تئوری لایه 

به  تئوری لایه نتایج عددی  بر ه شده  ئ ارا ای  دست آمده مشاهده شد که 
ای در سطوح بین لایه های  خلاف تئوری کلاسیک توانایی بررسی تنش 

 . دارد ای کامپوزیتی را  های پوسته استوانه مشترک لایه 
ای مورد گیردار برای پوسته استوانه  -زاد و گیردارآ-شرایط مرزی آزاد

ای بین لایههای تنش   ه است کهو مشاهده شد ه استبررسی قرار گرفت
ای در شرایط مرزی بین لایههای در شرایط مرزی گیردار کمتر از تنش

ای با شود تئوری لایهملاحظه میاست. همچنین از نتایج عددی    آزاد
 نماید. دقت بالایی شرایط مرزی را ارضا می 

ای بین لایه بر روی تنش عمودی    Rتاثیر پارامتر هندسی  همچنین  
*

r  که با افزایش    شودمیو چنین مشاهده    ه استمورد بررسی قرار گرفت
استوانه  پوسته  عمودی  شعاع  تنش  لایه ای  *ای  بین 

r    پیدا کاهش 
 کند.می

بین لایهتغییرات تنش میزان   نزدیکی  ای در لایه مرزی  های  )در 
کنند. بوده و در نقاط دور از لبه به مقدار ثابتی میل می   شدیدبسیار  لبه(  

*ای  لایه  بینتنش عمودی    ،گاه آزاددر شرایط مرزی تکیه 
r   و تنش

*ای  برشی بین لایه
xr   و در بوده  دارای مقدار  نزدیکی آن  یا  لبه  در 

ای کامپوزیتی تاثیر گذار هستند، اما تنش های پوسته استوانه جدایش لایه
*ای  برشی بین لایه 

r   های تقریبا برابر صفر و یا در مقایسه با سایر تنش
ای دارای مقدار کمتری بوده و لذا به همین دلیل تاثیر در ورقه  بین لایه

 ها ندارد. ورقه شدن یا جدایش لایه

 تعارض منافع
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