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 This paper addresses the semi-analytical modeling and stability 

analysis of coupled slosh-tank dynamics within a multi-body system 

framework using the homotopy perturbation method (HPM). The 

sloshing motion of the liquid inside the tank is represented using an 

equivalent pendulum model, which allows for a more accurate 

depiction of the dynamics involved. Nonlinear equations of motion 

are derived using the Lagrangian approach to account for lateral and 

longitudinal excitations, explicitly focusing on compressive 

oscillations. Our model investigates the influence of critical 

parameters, including viscous damping, amplitude, and excitation 

frequency. These parameters are examined at two specific points, 

one within and one outside the stability regions, to understand their 

effects on the overall system behavior. The study demonstrates that 

viscous damping is particularly significant in moving points from 

unstable to stable regions compared to other principal parameters. 

Simulations are conducted to visualize stability phenomena through 

stability diagrams, phase portraits, and time histories of sloshing 

amplitude. The results obtained using HPM are compared to those 

from the numerical Runge-Kutta method, validating the analytical 

approach. This comparison highlights the effectiveness of HPM in 

accurately capturing the dynamics and stability characteristics of 

coupled slosh-tank systems, offering valuable insights into the 

design and control of such systems. 
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مخزن: حل    - ک پل تلاطم   ک ی   م   د     رخط ی غ     س ز   مدل     دا    پ    ل ی تح  

 مدل آ نگ مع دل       ی تح  
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 چکیده   اطلاعات مقاله

 تاریخچه مقاله:  

 1400 ید  21دریافت 
 1400 اسفند  16بازنگری 
 1400 اسفند 18پذیرش 

 1401  فروردین 26انتشار اولین 
 

 های كلیدی:  واژه 

 ترازیابی اولیه  

 های ناوبری سیستم

 پایدار  ة  صفح

 تخمین  

 فیدبک حالت 
 

 
در قالب   ستمیس  یداریپا  لیمخزن و تحل  کوپل تلاطم  کینامید   یلتحلیمه یسازی نمقاله به مدل  نیا

س  یچندجسم  ستمیس  کی است. حرکت  معادل    الیپرداخته  آونگ  مدل  از  استفاده  با  درون مخزن 

قرار    یو طول  یجانب  کاتیحرکت مخزن که در معرض تحر  یرخطیسازی شده است. معادلات غمدل

  ی مدل اثر پارامترها  نیاستخراج شده است. در ا  نی( با استفاده از روش لاگرانژیفشار  ناتگرفته )نوسا

)ممؤ بر تلاطم  تحر  ،ییرایثر  و دامنه  ناح  یازاه ( بکیفرکانس  از  و خارج  در داخل   هیدو مختصات 

  بانجام شده در قال  هایسازیهیمورد مطالعه قرارگرفته است. شب  ستم یرفتار س  لیتحل  یبرا  یداریپا

 یهوموتوپ  یلتحلیمه یبا استفاده از روش ن  الیو دامنه نوسانات س  یفاز   اگرامید  ،یداریپا  ینمودارها

  سه یلزج در مقا  ییرایکوتا ارائه شده است. نشان داده شده است که م-رانگ  یو روش عدد  شنیپرتورب

در   جی. نتاکندیم  داریپا  یبه نواح  کیرا نزد  داریموثر، مختصات واقع در منطقه ناپا  یپارامترها  ریبا سا

درون   الیتلاطم س  کینامید   یرخطیرفتار غ  یبررس   یموثر برا  یکردیرو  ،ایسهیمطالعه مقا  کیقالب  

 خواهد بود. ستمیس یداریموثر بر پا یاثر پارامترها زانیمخازن و م
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 43 / ... ی لی مخزن: حل تحل   - کوپل تلاطم ک ی نام ی د   ی رخطی غ   یساز و مدل   یدار ی پا   لی تحل 

 فناوری فضاییعلوم و                                
 2شمارة ، 17دورة ، 1403 سال 

 علائم و اختصارات  

  زاویه انحراف آونگ از محور طولی مخزن 

 C ضریب اتلاف

 Pl طول آونگ از محور طولی مخزن

 PI ممان اینرسی سیستم

 EM جرم جسم صلب سیستم معادل 

 PM جرم آونگ معادل

 y جایی طولیجابه 

 مقدمه

یا   نگرانی مسئله تلاطم مایع در مخازن متحرک  های زیادی  ثابت، 
هسته  عمران،  هوافضا،  مکانیک،  مهندسی  زمینه  طراحان  در  ای، 

ای و مخازن دریایی ایجاد کرده است. تلاطم باعث  تانکرهای جاده 
اعمال نیروها و گشتاورهایی بر دیواره مخازن شده که منجر به خرابی  

مسئله تلاطم، نگرانی    1960از اوایل دهه  [  1- 4] ای خواهد شد  سازه 
بر   مایع  سوخت  تلاطم  تأثیر  مطالعه  در  هوافضا  مهندسان  اصلی 

وسیله  پرواز  به عملکرد  جت  نقلیه  زمینه های  و  آورده  های  وجود 
فعالیت  از  به جدیدی  است.  آمده  پدید  پژوهشی  اثر  طوری های  که 

تواند پایداری و عملکرد  متقابل دینامیک تلاطم با سیستم کنترل می 
های تلاطم  از آنجا که مشخصه [  5] حامل مخزن را متأثر از خود سازد  

های تحریک،  سیالات بستگی به فاکتورهایی نظیر دامنه و فرکانس 
های سیال و هندسه مخزن دارد  عمق سیال درون مخزن، مشخصه 

تری بر تلاطم سیالات با توجه به کاربرد آنها از  ، مطالعات عمیق [ 6] 
  1(های دینامیک سیالات محاسباتی منظر سیالاتی )استفاده از تکنیک 

صورت پذیرفته است.    [ 10- 12] ای  و از منظر دینامیک سازه   [ 9-7] 
پیچیده سیال   به واسطه رفتار  رویکرد دینامیک سیالات محاسباتی 
در شرایط میکروگرویتی منجر به نتایج غیرقابل استنادی خواهد شد.  

های معادل جرم  اما رویکردهای مبتنی بر دینامیک سازه مانند مدل 
که پارامترهای  هنگامی   [ 13- 17] تر هستند  و فنر یا آونگ معادل رایج 

انتخاب   درستی  به  فنر  و  جرم  یا  آونگی  سیستم  مانند  معادل  مدل 
شوند، نیروها و گشتاورهای محاسبه شده با تحلیل نمونه واقعی ناشی  
از نیرو و گشتاورهای هیدرودینامیکی ناشی از حرکت سیال یکسان  
هستند. البته تعیین پارامترهای سیستم مکانیکی معادل یک فرایند  

های  است که نیاز به تجهیزات آزمایشگاهی پیشرفته و روش   دشوار 
های مکانیکی معادل به ایده مدل   [ 18] ها دارد  پیشرفته تحلیل داده 

 
1. Computational Fluid Dynamic 

2. Yue 

وزنی نیز توسعه یافته تلاطم سوخت در شرایط بی   سازی مدل واسطه  
 .[19- 20] است  

تحلیل لزوم  تحقیقات،  این  از  ناشی  غیرخطی  دستاوردهای  های 
دینامیک براین، بسیاری از محققان،  کند. علاوهرفتار تلاطم را اثبات می

انعطاف سیال و وصله  کوپل در نظر   صورت به پذیر فضاپیماها را  های 
کرده  تحلیل  را  سیستم  پایداری  و  یوگرفته  مثال،  عنوان  به   2اند. 

ملنیکو روش  از  استفاده  با  را  فضاپیما  آشوبناک  وضعیت    3مانورهای 
داد   قرار  بررسی  بتوان   [21- 22] مورد  که  است  آن  اصلی  چالش 

خصوصا   را  آن  حامل  و  تلاطم  کوپل  خاص   دینامیک  شرایط  در 
سفانه محققان اندکی أبینی و تحلیل کرد. مت )ناپایداری سیستم( پیش
پرداخته  این مسئله  گزینه [23- 24] اند  به  از  یکی  برای .  موجود  های 

گنجاندن   مشکل  این  در  مدل رفع  تلاطم  مکانیکی  معادل  های 
تواند به  . چنین رویکردی می [ 25] های دینامیک چندجسمی است  سیستم 

سازی کرده و برای  خوبی اثرات تلاطم بر رفتار دینامیکی حامل آن را شبیه 
 . اهداف کنترلی، کمک حال طراحان باشد 

نظریه مدرن حرکات غیرخطی، در حقیقت باعث مطالعات بیشتر 
پدیده کشف  پیچیده و  غیرخطی  تلاطم های  شامل  که  شده  تری 

سازه  با  سیال  غیرخطی  تلاطم  تعامل  فارادی،  امواج  های چرخشی، 
حرکات  تلاطم،  انتقالی  حرکات  داخلی،  رزونانس  تأثیر  الاستیک، 

های مایع، امواج متقاطع ای هیدرودینامیکی تلاطم، حرکات پل ضربه 
بعدی است. این یک مسئله دشوار ریاضی برای حل   3های  و رزونانس 

تحلیلی است، چرا که شرط مرزی حرکت، غیرخطی است و موقعیت 
کند. سطح آزاد مایع در مخازن سطح آزاد مایع با گذر زمان تغییر می 

می نیم  گسترده پر  حرکات صفحهتواند طیف  مانند  از حرکات  ای، ای 
بی غیرصفحه  متناوب،  شبه  چرخشی،  را ای،  پاشیدگی  هم  از  و  نظم 

 تجربه کند. 
طورکلی، فشار هیدرودینامیکی مایع در مخازن صلب دارای  به 

مستقیم متناسب با شتاب    طور به دو مؤلفه مجزا هستند. یک مؤلفه  
به  و  با مخزن  مخزن است  از سیال که هم سرعت  وسیله قسمتی 

می  به حرکت  می کند،  به وجود  که  دوم  مؤلفه  و  فشار  آید  عنوان 
می  شناخته  می همرفتی  تجربه  آزاد  در سطح  را  تلاطم  کند.  شود، 

می  را  بسته  مخازن  داخل  در  مایع  حرکات  یک  نمایش  با  توان 
به   معادل  سیستم  از  منظور  زد.  تقریب  معادل  مکانیکی  سیستم 
و   نیروها  با  تحلیلی  سیستم  گشتاورهای  و  نیروها  برابری  معنای 
با   است.  واقعی  حالت  دیوار مخزن در  به  اعمال شده  گشتاورهای 

مایش تلاطم سیستم مکانیکی معادل، مسئله رفتار  بررسی صحیح ن 
می  دینامیکی  سیستم  راحت کلی  حرکت  تواند  برای  شود.  بیان  تر 

3. Melnikov 
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های مکانیکی معادل را در فرم  توان مدل ای مایع، می خطی صفحه 
سیستم  سری  جرم یک  ساده  - فنر - های  آونگ  یک  یا  میراکننده 

 تعمیم داد.  
مدل  غیرخطی،  تلاطم  پدیده  مانند  برای  دیگری  معادل  های 

سازی دینامیک تلاطم چرخشی  بعدی یا مرکب برای مدل آونگ سه 
است   شده  داده  توسعه  گراهام [ 26] نیز  را    1.  ساده  آونگ  مدل  یک 

داد   مایع داخل مخزن توسعه  آزاد  نوسانات سطح  دادن  برای نشان 
. همچنین گراهام و همکاران یک مدل شامل یک جسم صلب  [ 27] 

وسیله فنر به دیواره  ای که در عمق معین به ثابت و یک جرم نقطه 
کردند   را مطرح  مدل [ 28] مخزن متصل شده  مدل  .  قالب  در  هایی 

  2های ساده توسط اِوارت ای از آونگ میراکننده یا مجموعه - فنر - جرم 
  [ 31]   4و آبرامسون و همکاران   [ 30]   3آرمسترانگ و همکاران  ، [ 29] 

 مطرح شده است. 
مدل  که  داشت  توجه  نکته  این  به  سیستم باید  های  سازی 

این   برای  دقیق  پاسخ  تعیین  و  گاها   غیرخطی  و  مشکل  مسائل، 
تحلیلی متعددی در تعیین  های تحلیلی و نیمه غیرممکن است. روش 

یکی از    [ 32- 33] های غیرخطی توسعه داده شده است  رفتار سیستم 
بر وجود  های غیرخطی که مبتنی نام برای تحلیل سیستم های به روش 

با   متناسب  و  بوده  معادله  ساختار  در  اغتشاشی  کوچک  پارامترهای 
فیزیک مسئله است، روش پرتوربیشن است. محدودیت این روش در  
وجود و تعیین پارامتر کوچک اغتشاش و توجیه آن با فیزیک مسئله  

پذیری فیزیک مسئله با عدد  وجود این محدودیت )انطباق  [ 34] است 
سازد  بر اغتشاشات را محدود می های مبتنی پرتوربیشن( کاربرد روش 

روش [ 35]  ترتیب  این  به  به .  هوموتوپی  های  روش  مانند  روزتری 
بیشینه  رویکرد  پوینکر 5کمینه - پرتوربیشن،  شده  اصلاح  روش   ،6  ،

و    9، روش بسط پارامتر 8، روش توازن هارمونیک 7روش توازن انرژی 
 توسعه داده شد.    10های هی روش 

عنوان یک روش با دقت بالا  از این میان، هوموتوپی پرتوربیشن به 
های مختلف مهندسی مورد استفاده برای حل مسائل غیرخطی در حوزه

   [36-39]قرار گرفته است 
هدف این مقاله، ایجاد بستری مناسب و توسعه رویکردی با  

سازی  های تحلیلی( برای مدل قابل اطمینان بالا )با استفاده از روش 
رفتار دینامیک غیرخطی تلاطم با دامنه بزرگ در قالب یک مطالعه  

می مقایسه  کوپل  ای  دیفرانسیل  معادلات  منظور،  این  به  باشد. 
کارگیری روش  تلاطم سیال با حرکت مخزن استخراج و پاسخ با به 

 
1. Graham 

2. Ewart 

3. Armstrong 
4. Abramson  

5. Max-Min Approach (MMA) 

6. Modified Lindstedt-Poincare Method (MLPM) 

روش   از  استفاده  است.  شده  استخراج  پرتوربیشن  هوموتوپی 
سیستم  پایداری  تحلیلی  شناسایی  در  پرتوربیشن  هایی  هوموتوپی 

پیچیده  دینامیکی  رفتار  بارگذاری  چندجسمی که  دارند در کنار  ای 
سازی نوسانات فشاری سیال درون مخزن( و حل  دو بخشی )مدل 

و   اصلی  بدیع،  نکات  جمله  از  لزج  میرایی  اثرات  شامل  تحلیلی 
به  مقاله  این  می برجسته  پایداری  شمار  بر  موثر  پارامترهای  رود. 

سیستم در قالب نمودارهای نواحی پایداری، پاسخ زمانی و دیاگرام  
 اند.  فازی مورد ارزیابی قرار گرفته 

 در  که پس از مرور پیشینه،   باشد می  صورتمقاله به این  ساختار 
تلاطم درون مخزن   دینامیک غیرخطی   دوم مدل آونگ معادل   بخش 

بارگذاری  است.های طولی و عرضی  در معرض  سپس   توصیف شده 
 هوموتوپی پرتوربیشن استخراجمعادلات حرکت توسط تکنیک    پاسخ 

در قالب   ج ی نتا   سه ی مقا   ها و سازی هی به ارائه شب   سوم شده است. بخش  
و نهایتا  پردازد ی م  4پارامترهای موثر با روش عددی رانگ کوتا مرتبه 

  .است   رسیده   اتمام به  گیری مقاله با ارائه نتیجه 

 ریاضی  سازیمدل

( نمایش  1درنظرگرفته شده در شکل ) مدل مکانیکی معادل سیستم  
بیانگر مخزن   داده شده است. این مدل شامل یک بدنه صلب که 

آونگ  استوانه  یک  شامل  مایع  سوخت  برای  معادل  سیستم  و  ای 
ای که مبین حرکات سیال درون این مخزن  ساده و یک جرم نقطه 

بر  است در نظر گرفته شده است. پارامترهای سیستم معادل مبتنی 
منظور  در نظر گرفته شده است. به   [ 40] روابط ارائه شده در مرجع  

های مدل آونگ معادل،  استخراج مدل تحلیلی و با توجه به ویژگی 
مایع   میزان پرشدگی  % و    75فرضیاتی در نظر گرفته شده است: 
به  مایع  تلاطم  حرکت  فرم  باشد،  صلب  مخزن  صورت  دیوارهای 

)ناشی از    Fای است، شتاب مخزن با توجه به نیروی وارده  صفحه 
پیشران موتور حامل( به حد کافی بزرگ است که نیروهای کشش  

اثر است،  قابل توجهی بر روی حرکت تلاطم مایع بی   طور به سطحی  
پیچ جابه  و  جانبی  کوچک    11جایی  وارده  نیروی  تحت  مخزن  این 
 است. 

در راستای محور    نیروی وارده بر مخزن با زاویه انحراف  
طولی   محور  امتداد  در  نیرو  این  است.  شده  گرفته  نظر  در  طولی 
بزرگ و مؤلفه افقی آن کوچک در نظر گرفته شده است. بنابراین  

7. Energy Balance Method (EBM) 

8. Harmonic Balance Method (HBM) 

9. Parameter Expansion Method (PEM) 
10. He’s Approaches (Variational, Frequency amplitude) 

11. Pitching 
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جابه  معرض  در  جانبی جایی مخزن  پیچ   xهای  زاویه  قرار    و 
 گیرد. می 

 
 .الیس یحاو ایمخزن استوانه یک یزیمدل ف  -1شکل 

Fig. 1. Physical model of a cylindrical tank containing fluid. 

لاگرانژین   روش  از  استفاده  با  معادل  سیستم  حرکت  معادلات 
شود. به این منظور به ارائه روابطی برای انرژی جنبشی و  استخراج می 

جنبشی   انرژی  شد.  خواهد  پرداخته  مکانیکی پتانسیل  معادل  سیستم 
 ست از: ا عبارت

(1 ) 

2 2

2 2

1 1
( ) ( )

2 2

1 1
( )

2 2

E E P P P

E P P

T M x h M x h l

M M y I

  



= − + − +

+ + +

 

به ترتیب جرم جسم صلب سیستم معادل و   PMو    EMکه در آن  
ها تا کف های این جرم به ترتیب مکان   Phو    Ehجرم آونگ معادل،  

از محور   و   Plطول آونگ باشند.مخزن می  انحراف آونگ  زاویه 
ممان اینرسی سیستم معادل   PIجایی طولی،  جابه   yطولی مخزن،  

دلیل انحراف ه شود، ب( مشاهده می 1باشند. همانگونه که در معادله ) می 
راستای نیروی وارده بر مخزن و اعمال نیرو در دو جهت طولی و جانبی 

جای های جابه لفه ؤ به مخزن، در رابطه انرژی جنبشی این سیستم، م
خورد. برای انرژی پتانسیل ای پیچ به چشم می جانبی و سرعت زاویه
 سیستم معادل داریم: 

(2 ) 
( )( )

( )( ) ( )( )

c

c c

E E

P P P

U M g y h

M g y h l



 

= +

+ + −
 

 
1. Mathieu 

به ترتیب مبین  s(.)و    c(.)سازی معادلات  منظور روان که در آن به
cos(.)  وsin(.) این  می برای  اتلاف  باشند.  برای  عبارتی  سیستم، 

 صورت زیر در نظر گرفته شده است: به 

(3 ) 21

2
W C = 

باشد. با استفاده از معادله لاگرانژ و جایگذاری  ضریب اتلاف می   Cکه  
 ( در آن داریم:  3( تا )1معادلات )

(4 ) ( )
Wd

dt



  

 
− = −

  
 

Tکه در آن   U= توان  همچنین تحریک ناشی از تلاطم را می.  −
 زیر نمایش داد: صورتبه 

(5 ) ( ) x

d
F

dt x x

 
− = −

 
 

 (، داریم:4( در معادله )3( تا )1با جایگذاری عبارات )

(6 ) ( ) ( )
1

s 0P P P Pl x h M l C g   
−

+ − + + = 

عبارت  گرفتن  درنظر  و  نیوتون  دوم  قانون  از  استفاده  با 

0 1 c( )dF F F t= عنوان تحریک خارجی وارد بر سیستم، که در  به   +
بر مخزن،  ؤم  0Fآن   نیروی وارده  لفه  ؤدامنه تحریک م  1Fلفه ثابت 

 داریم: باشد، فرکانس تحریک می  dهارمونیک و 

( )

( )

( )

( )

( )

( )
0 1

0 0 c c c( )

0 0 c( )

0 0 s c( )

T d

T d

T d

M g t

M x F s F s t

J Hs H t

  

  

   

     
      

= +      
            

 

(7 ) 

باشد.  ممان اینرسی کل مخزن می   TJجرم کل سیستم و   TMکه در آن 
باید به این نکته توجه داشت که با در نظر گرفتن نوسانات کوچک برای  

توان از جمله اول بسط تیلور برای توابع مثلثاتی استفاده  سطح آزاد سیال می 
می  بزرگ،  نوسانات  فرض  با  اما  برای  کرد،  را  بسط  اول  جمله  دو  توان 

گرفتن  مدل  درنظر  با  گرفت.  درنظر  تلاطم  غیرخطی ضعیف  رفتار  سازی 
(  6، رابطه ) [ 41] ارتعاشات اجباری برای سیستم فوق و لحاظ رفتار غیرخطی  

اما با ترم غیرخطی مرتبه سوم، یک ترم    1توان شبیه به معادله متیو را می 
0.5میرایی خطی و تابع تحریک خارجی با تغییر متغیر   d t =  صورت به  

 زیر بازنویسی کرد:  

(8 ) 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) 

3

0 12 2

0 1

4
2 c 2

4
s s c 2

d P P d T P

d P

cC
F F n

M l M l

M F F
l




    
 

  


 
+ + + + 

 

= +
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آن   در  غیرخطی   nکه  و شدت  رابطه  d/بودن  d  =  ،

0.5 d   = ،20.25 d   =  سازی معادله باشند. برای ساده را می
 شود:صورت زیر تعریف می بعدی به فوق پارامترهای بی 

(9 ) 

, ( )0

2

4
s

d P

F
C M

l



= , 

( )1

3

4
s

d P

F
C M

l



=

2

d P P

C
C

M l





= , ( )1

2

2 c

d T P

F

M l





= , 

1P

T T

Hh
M

J M

 
= − 
 

 

 شود:  زیر بازنویسی می   صورت به (  8(، معادله ) 9کارگیری معادله ) با به 

(10 ) 
( )( )( )

( )

3

1

2 3

2 2 c 2

c 2

C C n

C C

     



+ + + +

= +
 

مبین یک    ضریب میرایی ناشی از ویسکوزیته سیال و    Cکه در آن  
 باشند. مقدار کوچک می

( با استفاده از روش  10در این بخش به استخراج پاسخ معادله ) 
می  پرداخته  پرتوربیشن  همان هوموتوپی  اشاره  شود.  پیشتر  که  طور 

پرتوربیشن و روش  شد، هم  های  هوموتوپی محدودیت افزایی روش 
سازی این روش، معادله  منظور پیاده روش رایج پرتوربیشن را ندارد. به 

بگیرید    صورت به دیفرانسیل و شرایط مرزی سیستم را   زیر در نظر 
 [44-41 ] : 

(11 ) ( ) ( ) 0,D u f r r− =   

(12 ) ( , / ) 0,B u u n r  =   

)عملگر مرزی،  Bعملگر دیفرانسیلی اصلی،  Dکه )f r    تابع تحلیلی
)مرز دامنه پاسخ    معین و )  است. عملگرD  صورت تواند به می

، تقسیم Nو غیرخطی/ پارامترهای مزاحم   Lکلی به دو قسمت خطی 
 صورت زیر بازنویسی کرد: توان به( را می 11شود. بنابراین رابطه )

(13 ) ( ) ( ) ( ) 0,L u N u f r r+ − =   

این روش )ایجاد هوموتوپی(  اعمال  )  با  , ) : [0,1]v r R  → 
 کند، داریم: می  که رابطه زیر را ارضا

(14 ) 
0

0 0

( , ) (1 )[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]

0

H v L v L u D v f r

L v L u L u N v f r

  

 

= − − + −

= − + + −

=

 

تقریب اولیه از پاسخ معادله    0uپارامتر هوموتوپی و    [0,1]که در آن  
 ( داریم:14از معادله )کند.  ( است، که شرایط مرزی را ارضاء می 11) 

(15 ) 0( ,0) ( ) ( ) 0H v L v L u= − =  

(16 ) ( ,1) ( ) ( ) 0H v D v f r= − =  

از صفر به یک منجر به حرکت مقدار  فرایند تغییر
0 ( )u r    به

)مقدار دقیق آن  )u r شود. عبارات  می
0( ) ( )L v L u−   و( ) ( )D v f r− 

عنوان یک  به   شوند. در این مقاله از پارامتر  هوموتوپیک نامیده می
استفاده شده است و فرض می  را  14شود که معادله )پارامتر کوچک   )

 نوشت:  صورت یک سری توانی از  توان به می

(17 ) 2

0 1 2 ...v v v v = + + +  

فرض   1با  =  ( معادله  برای  تقریبی  زیر    صورتبه (  17پاسخ 
 شود: درنظر گرفته می

(18 ) ( ) 0 1 2lim ...u v v v v= = + + +  

( همگرایی  18سری  میزان  هرچند  همگراست.  موارد  اغلب  در   )
)مشتق دوم و شرایط    Dبستگی به عامل )N v   نسبت بهv    دارد )نُرم

( )1 /L N v−      باشد، در این صورت سری همگرا ست(    1باید کمتر از

( پرداخته  11. اکنون به تعمیم این روش برای استخراج پاسخ رابطه )[45]

ابتدا معادله ) با فرض10خواهد شد.   )2

1C =    تفکیک به دو بخش 
 شود: می

2( )L    = +  

( )

( ) ( )

2 3

3

2 3

( ) 2 c

2 c 2 c

d

d d

N n t

n t C C C t

    

   

= + +

+ − −
 

(19 )  

 :[46] هوموتوپی داریم استفاده از تعریف با 

(20 ) ( , ) ( ) ( ) 0; [0,1]H L N     = + =   

(، پاسخ 19با توجه به بخش اول )معادله دیفرانسیل خطی( معادله )
 شود: زیر فرض می صورتبه عمومی 

(21 ) i t i tAe Ae  −= +  

گیری  های دلخواه انتگرال ثابت   Aو مزدوج مختلط آن   Aکه در آن 
 ( معادله  در  20هستند.  1که  صورتی (  به   = معادله  باشد،  صورت 

شد.   خواهد  تبدیل  متیو  دلخواه  غیرخطی  پارامتر  پاسخ  برای   ،
)جستجو کرد تا تابع های توان در ترم ( را می 20معادله )  )t    به
( , )t    ( معادله  صورت،  این  در  شود.  می 20تبدیل  را  توان  ( 

 صورت زیر نمایش داد: به 

( )0

1 2

4 c

d T P

F
C

M l


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=
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(22 ) 

( )( )


2
2

2

2 3

2 3

( , ) ( ) ( , )

(2 2 c( )) ( , )

2 c ( , )

c( ) 0

d

d

d

d
H t

dt

d
C t t

dt

n n t t

C C t



    

    
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

= + +

 + +

+ −

− =

 

 ( تابع هوموتوپی  است که  معادله  22قابل ذکر  دقیقا  همان   )
)( است، به جز برای  20)  , )t     که شامل پارامتر هوموتوپی  

یک  می  دیفرانسیل،  معادله  داخل  در  پارامتر  این  معرفی  باشد. 
متوالی   تکرارهای  بین  تناوبی  قسمت  مجدد  توزیع  برای  رویکرد 
را   پاسخ مورد نظر  یافتن  احتمال  بنابراین،  است؛  روش هوموتوپی 

می  مقدار  افزایش  اگر  تابع    دهد.  کند،  میل  یک  به  صفر  از 
( , )t     از

0 ( )t    به( )t    میل خواهد کرد. بسط تابع( , )t   
سری به  کوچک صورت  پارامترهای  برحسب  توانی    های 
 صورت زیر است: به 
(23 ) 0 1( , ) ( , ) ( , ) ...t t t     = + +  

( و نوشتن آن  22با جایگذاری این عبارت در معادله هوموتوپی )
 ، خواهیم داشت: در سری توانی 

(24 ) 0 2

0 0: 0   + =  

(25 ) 
( )

( )( ) ( )

1 2

1 1 0 0

2 3

0 2 3

: 2 2 c

2 c c

d

d d

C t

n n t C C t

      
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+ = − −
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( معادله  ب25که  اولیه ه (  پاسخ  0وسیله  ( ) ( )i t i tA e A e    −= + 

می فرکانس ارضاء  برای  ترم   dهایشود.  در  دلخواه،  سکولار  های 

لذا فرم کنونی معادله   که باید حذف شوند.  معادلات ایجاد خواهند شد

( مفید واقع شود. به این 22تواند برای استخراج پاسخ معادله )( نمی23)

با در نظر گرفتن23ترتیب معادله ) این منظور  به  باید اصلاح گردد.   )

t =  :خواهیم داشت 

(26 ) dA dA

dt d



= ,          

2 2
2

2 2

d A d A

dt d



=  

 شود:  صورت زیر استخراج می بنابراین فرم جدید پاسخ اولیه به 

(27 ) 
0 0 0( ) ( ) ( ) ( )A u t A u t  = +  

 که در آن:

(28 ) 
0

i tu e =   0

i tu e −=  

 شود: بازنویسی می (29معادله ) صورتبه ( 22در نتیجه، معادله )

(29 ) ( )( )
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)تابع تبدیل شده   , , )t      به راحتی از متغیرهای جداسازی شده
 شود:صورت زیر انتخاب می به 

(30 ) ( , , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )t p A u t A u t     = + 

تابع   )و  , )u t   می سری را  برحسب  پارامتر توان  توانی  های 
 زیر نوشت:  صورتبه  کوچک 

(31 ) 2

0 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ...u t u t u t u t  = + + + 

 ( خواهیم داشت: 30( در معادله )31با جایگذاری معادله )

 (32 ) 
2

0 1 2

2

0 1 2

( , , ) ( )( ( ) ( ) ( ) ...) . .

( , ) ( , ) ( , ) ...

t A u t u t u t C C

t t t

     
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= + + + +

= + + +
 

مبین مزدوج مختلط است. قابل ذکر است که مشتق    C.Cکه در آن  
( , , )t    نسبت بهt  شودزیر استخراج می  صورتبه : 

(33 ) ( , , ) [ ( ) ( , ) . ]

( ) ( , ) ( , ) ( ) . .

d d
t A u t C C

dt dt

A u t u t A C C

    

    

= +

= + +

 

(34 ) 

2

2

2

( , , ) ( ) ( , ) 2 ( ) ( , )

( , ) ( ) .

d
t A u t A u t

dt

u t A C C

       

  

= + +

 +

 

( در  30معادله )  یگذاریبا جا  باشد.می  مشتق نسبت به(  ‘که در آن )
 ( خواهیم داشت: 34( و )33( و استفاده از معادلات )29)

 (35 ) 

( ) ( ( )

( ) ) ( )

( )( )

2

3 2 3 2

2 3

2 2 2 c

2 c

c . . 0

d

d

d

A u u uA C uA u t

nu t nu A A u

C C t C C

   

    

 

+ + + + +

 + + + −

+ + =

 

  سری توانی از   صورتبه (  35(، معادله )30معادله )  تکمیلبرای  
 شود: نوشته می

(36 ) 0 2 2

0 0 0 0: ( ) ( ) 0A u u A u u  + + + =  
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(37 ) 

1 2

1 1 0 0

2 3 3 2 2
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( و پاسخ  28وسیله معادله ) ( به 36شایان ذکر است که معادله ) 
( تأئید شد، ارضاء  27طورکه در رابطه ) ( همان 29مرتبه صفر معادله ) 

 داریم: (  37( در معادله ) 28شود. با جایگذاری معادله ) می 
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فرض  2با  ( )

10.5 ( )
id

A d e
=  (  آن در  توابع    2dو    1dکه 
( و جداسازی 38و صفر قرار دادن ترم سکولار معادله )حقیقی هستند(  

 بخش حقیقی از موهومی داریم:

(39 ) 2

1 1 2 1

1
( ) ( ), ( ) ( )

8
d C d d nd    = − =  

( استخراج کرد.  39توان از حل معادله )را می  2dو    1dمقادیر  
 داریم: Aبنابراین برای  

(40 ) 2

1 1 2c(( ) )
8

C t
A d e nd t d

−
= +  

 0uهای  ( پاسخ38( و معادله )28به این ترتیب، باتوجه به معادله )
و 

1u  زیر استخراج خواهند شد:  صورتبه 
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0با توجه به رابطه   1( , , ) ( )( ...)t p A u u   = + و با قراردادن    +
1  :(43)معادله  خواهیم داشت =

 
1. Floquet Theory 
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 های كامپیوتری و تحلیل نتایجسازیشبیه

ارائه شبیه  به  بخش  این  استوانهسازیدر  ای  های تلاطم درون مخزن 
ثر بر این رفتار ؤصلب با مدل آونگ معادل برای پارامترهای مختلف م

پرداخته شده    RK4و    HPMای بین روش  در قالب یک مطالعه مقایسه 
های پایداری، دیاگرام است. پارامترهای در نظر گرفته شده برای تحلیل 

عبارتند  دوشاخگی  و  ارتعاشات  )220از:   فازی،  )TM kg=  ،
0.6 ( )Pl m=  ،0(deg) =  ،0 215( )F N= ،1 17 ( )F N=  ،

1.82( / sec)d rad = .  
رسم   1توان با استفاده از تئوری فلوکهنمودارهای پایداری را می

. نواحی پایدار )هاشور خورده( و ناپایدار )هاشور نخورده( سیستم [47]کرد  
بر اساس اثرات میرایی )لزجت( سیال درون مخزن و فرکانس تحریک  

( نشان داده شده است. ضرایب  3و    2های )خارجی به ترتیب در شکل

سیال )میرایی  )0,0.2C همان  = است.  شده  گرفته  طورکه  درنظر 
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نواحی می مساحت  لزج،  میرایی  میزان  افزایش  با  کرد  مشاهده  توان 
از  ناپایدار کاهش یافته است. در سیستم به دور  باید پاسخ  های واقعی 

نواحی ناپایدار باشد چراکه با قرار گرفتن پارامترهای سیستم در نواحی  
 ناپایدار، امکان وقوع رزونانس پارامتریک خواهد بود.  

 

 
  .لزج الیس ییرا ی مختلف م بیبرحسب ضرا  یدارینمودار پا -2شکل 

Fig. 2. Stability in terms of different viscous damping coefficients. 

( نشان داده شده است، با توجه به تعریف  3طورکه در شکل )همان
به  مخزن  بر  وارده  0صورت  نیروی  1 c( )dF F F t= کاهش  + با   ،

وارده بر مخزن  لفه دوم تحریک خارجی، مقدار نیروی  ؤدر م  dفرکانس  
تر  افزایش خواهد یافت که در مقایسه با بخش اول تابع تحریک کوچک 

به فرکانس تحریک، بخش اول    مستقیما   1Cاست. از طرف دیگر پارامتر  
فرکانس   کاهش  با  دارد.  بستگی  تحریک  اعمال  زاویه  و  تحریک  تابع 

افزایش یافته که منجر به کاهش مساحت نواحی پایدار    1Cتحریک، مقدار  
 و افزایش ناپایداری در سطح آزاد سیال خواهد شد. 

پایداری   روی  بر  انتخابی  پارامترهای  تأثیر  عمیق  درک  منظور  به 
1که  طوری صورت انتخابی به نقطه به   2حرکت تلاطم،   1C 0.7و    = =  

1عنوان مختصات اول و به  4.5C 0.7و    = عنوان مختصات دوم  به   =
 ( شکل  مطالعه  2در  برای  پایدار  و  ناپایدار  وضعیت  نمایانگر  ترتیب  به   )

انتخاب شده است. نتایج برای مختصات اول که در    های حرکتی  ویژگی 
ناحیه ناپایدار قرار دارد در قالب نمودارهای پاسخ زمانی و دیاگرام فازی در  

 .( برای ضرایب میرایی مختلف نشان داده شده است 5و )  ( 4های ) شکل 

کارگیری دو روش ه از مقایسه نتایج در دو نقطه انتخاب شده با ب 
HPM    وRK4 می غیاب  ،  در  اول  نقطه  در  سیستم  که  دریافت  توان 

 
1. Pal’s phase plots 

ناپایدار  ناحیه  وارد  به سرعت  بوده و حرکت تلاطم  واگرا  لزج،  میرایی 
حضور  ها در  سازیب( که شبیه-4الف((. در شکل )-4شده است )شکل )

دهد، دامنه تلاطم وارد ناحیه پایدار شده است. در  میرایی لزج را نمایش می 
( مشابه نمودارهای  6( و ) 5های ) های فازی نشان داده شده در شکل دیاگرام 

، محدود )پایداری(  [ 48] های خطی و غیرخطی است برای پاسخ   1فازی پال 
و نامحدود بودن )ناپایداری( حرکت نوسانی تلاطم سیستم در نقطه اول در  

 حضور و غیاب میرایی لزج نشان داده شده است. 

 

 
  .های مختلف تحریکفرکانس برحسب  یدارینمودار پا -3شکل 

Fig. 3. Stability in terms of different excitation frequencies. 

 

 
1در مختصات اول ) پاسخ زمانی   - 4  شکل  1C 0.7و = 0C( الف( = 0.2Cب(    = =. 

Fig. 4. Time response of   in the first Point ( 0.7 = , 1 1C = ), 

a) 1 0C =  b) 0.2C = . 

(b 

(a 

(b 

(a 

(b 

(a 
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1) دیاگرام فازی در مختصات اول    -5شکل   1C 0.7و    = 0C  و(  = الف(  ،  =

HPM  )بRK4 . 

Fig.  5. Phase diagram in the first point ) 0.7 = 1  و   1C =  ( , 0C = , 

a) HPM b) RK4. 

 

 
1)دیاگرام فازی در مختصات اول  -6شکل  1C 0.7و  = 0C( و = الف(  ، =

HPM  )بRK4 . 

Fig. 6. Phase diagram in the first point  ) 0.7 = 1  و   1C =  ( , 0C = , 

a)  HPM  b) RK4 . 

، 

 
1در مختصات دوم )  پاسخ زمانی   -7شکل   4.5C 0.7و    = 0C( الف(  = = 

0.2Cب(   =. 

Fig. 7. Time response of  in the second point ( 0.7 =  , 

1 4.5C = ),  a) 0C = , b) 0.2C = . 

 

 
1دیاگرام فازی در مختصات دوم ) -8شکل  4.5C 0.7و  = 0C( و = =  ،

 .RK4ب(  HPMالف( 

Fig. 8. Phase diagram in the second point ( 0.7 =   , 1 4.5C = ), 

a) HPM b) RK4 . 

(a 

(b 

(b 

(a 

(a 

(b 

(a 

(b 
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( 7های ) طور که در شکلاول، همانمانند نقطه  برای نقطه دوم نیز به 

 ( میرایی  9تا  مقادیر  حضور  در  است  شده  داده  نشان   )0C و   =

0.2C ، به ترتیب دامنه حرکت ثابت و کاهش یافته است. هرچند =
نمی  میرایی  به وجود  ببرد. تواند  بین  از  را  دامنه  رشد  کامل  صورت 

های حرکت در نقطه اول، در نقطه دوم حرکات تلاطم متفاوت از پاسخ 
باشد و دامنه حرکات در حالتی که ضریب میرایی برابر صفر پایدار می 

باشد و در صورت هارمونیک و متناوب میدر نظر گرفته شده است، به 
که  است  ذکر  قابل  همگراست.  تلاطم  حرکت  دامنه  میرایی  حضور 

های بزرگ در مقایسه های انجام شده، متناسب با دامنه تلاطم تحلیل 
 باشند. با ابعاد مخزن می

 

 
1دیاگرام فازی در مختصات دوم )  -9شکل   4.5C 0.7و    = 0.2C( و  = ، الف(  =

HPM  )بRK4 . 

Fig. 9. Phase diagram in the second point ( 1 4.5C = , 0.7 = ), 

0.2C = , a) HPM  b) RK4 . 

 گیرینتیجه

ای که در مخزن استوانه  -در این مقاله به تحلیل دینامیک کوپل تلاطم
بارگذاری شد.  معرض  پرداخته  است  گرفته  قرار  طولی  و  عرضی  های 

، میرایی خطی  معادلات حرکت با لحاظ پارامتر غیرخطی مرتبه سوم  
و مدل آونگ معادل استخراج و با استفاده از روش هوموتوپی پرتوربیشن 

کوتای مرتبه چهار حل شد. برای بررسی پایداری سیستم -و روش رانگ
تئوری فلوکه استفاده و اثر میرایی و فرکانس تحریک بر تلاطم درون  از  

ها بیانگر اثرات میرایی تلاطم بر روی نواحی  مخزن بررسی شد. تحلیل 
در  تلاطم  میرایی  ضریب  افزایش  با  که  صورت  این  به  بوده،  پایدار 
سیستم، مساحت نواحی پایدار افزایش یافته )قادر به حذف کامل نواحی  

یابد. همچنین با انتخاب دو  باشد( و دامنه تلاطم کاهش میناپایدار نمی
پارامتر  افزایش  با  که  شد  داده  نشان  ناپایدار  و  پایدار  نواحی  در  نقطه 
میرایی، نقطه واقع در ناحیه پایدار نزدیک به مرزهای پایدار شده و دامنه  

کند. این تحلیل قابل تعمیم تلاطم را کاهش و از تشدید جلوگیری می
دلیل اساسی برای استفاده از تجهیزات مکانیکی جهت کاهش نیروی   و

باشد. از مقایسه ها جهت پوشش سطح آزاد سیال می تلاطم از جمله بفل
کوتا مرتبه  -نتایج حاصل از دو روش هوموتوپی پرتوربیشن و روش رانگ

با  آن    لیپتانس  ی همچنینشنهادیروش پ  یسادگ، دقت و  4 تعامل  در 
   .دهدینشان مرا  دهیچیو پ یرخطیغ کی نامیبا د هایستمیس

 تعارض منافع

 بیان نشده است.   ه هیچگونه تعارض منافع توسط نویسند 
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